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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Настоящее издание является переработанным вариантом кни- 
ги автора «Теория возмущений и асимптотические методы», из- 
данной малым тиражом издательством МГУ в 1965 г. Многие 
теоремы и доказательства звучат несколько наивно сейчас, но, 
во-первых, для определенного круга читателей они окажутся бо- 
лее доступными, а во-вторых, идеи, заложенные в этой книге, по- 
служили отправной точкой обширного круга исследований в O6- 
ласти асимптотических методов, например, в работах [13, 39, 44, 
46, 54, 64] (см. дополнительную литературу), и, безусловно, могут 
стимулировать новые исследования в этой области. 

По замыслу автора книга в известной степени связывает клас- 
сические уравнения математической физики и уравнения квантовой 
механики, которые рассматриваются как частные случаи общих 
уравнений с операторными коэффициентами в функциональных 
пространствах. Такое обобщение оказывается полезным и в кон- 
кретных физических приложениях, поскольку оно устанавливает 
соответствие между асимптотическими формулами, относящимися 
к различным областям физики. 

Достаточно простые формулы, полученные в книге, могут быть 
непосредственно использованы в теории дифракции и рефракции в 
электронной оптике, а также в акустике, теории ударных волн и 
квантовой теории молекул. 

В первой части рассматривается, во-первых, теория возмущений 
самосопряженных операторов с дискретным спектром, а во-вторых, 
теория возмущений операторных уравнений. Эта последняя теория 
является тем аппаратом, который используется для уточнения оце- 
нок асимптотических формул и установления сходимости в тех или 
иных функциональных пространствах. 

Применение абстрактных теорем иллюстрируется на примерах 
уравнений в частных производных. 

Во второй части исследуется асимптотическое поведение реше- 
ний уравнений в частных производных с осциллирующими и раз- 
рывными начальными данными, а также асимптотика собственных 
значений самосопряженных дифференциальных операторов. Поста- 
новка задач и формулировки основных теорем даны в гл. 1—4. Да- 
лее, в гл. 5—8, дается доказательство этих теорем. Из методических 
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соображений топологические утверждения доказываются в гл. 7 в 
формулировке, достаточной для приложений, но более ослабленной, 
чем та, которая дана в гл. 2. В гл. 9 рассматривается асимптотика 
решений уравнений туннельного типа. 

В Добавлении исследуется асимптотическое поведение решений 
эволюционных уравнений с быстро убывающими начальными ван- 
ными. Асимптотики решения линейных задач оказываются част- 
ным случаем асимптотик, полученных в гл. 1—4 части II, и вместе 
с тем интересны сами по себе, поскольку обладают свойством са- 
моподобности. Это свойство оказывается присущим и ряду нели- 
нейных задач, рассмотренных также в Добавлении. 
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ЧАСТЬ I 
ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ >. 


ВВЕДЕНИЕ а 


Исходным пунктом обширного круга вопросов, который объеди- 
няется общим названием «теория возмущений», служит следующая 
задача. Пусть нам известны собственные значения и собственные 
векторы матрицы А. Требуется найти собственные векторы и собст- 


венные значения матрицы 
А (=) =А-+ В, (0.1} 


где В — фиксированная матрица, = — малое число. Решение этой 
задачи хорошо известно. Оно состоит в том, что собственные значе- 
ния № (=) матрицы А (в) записываются в виде ряда 


№ (=) =AgteCyte?Ca+ cae 


по степеням =, где A, — собственное значение невозмущенной мат- 
рицы А (0), а cy — не зависящие от = коэффициенты. Аналогичное 
представление имеет место и для собственных векторов \%» (=). 

В некоторых задачах, также относящихся к теории возмущений, 
приходится искать представление в виде ряда по степеням = для 
той или иной функции от А(=), например для (A+eB)~' или для 
ехр {А-В}. Все эти задачи, не вызывающие больших затруднений, 
когда речь идет о матрицах, становятся весьма сложными, если вме- 
сто матриц рассматриваются линейные операторы, действующие в 
том или ином бесконечномерном банаховом пространстве. 

В конечномерном случае очевидно следующее. Если А(=) =A+ 
+=В, то при =—0 имеют место предельные соотношения A, (&)—>Aa, 
(г) —ф», (А-+вВ)-!—А- (если А- существует), exp{A+eB}—> 
—ехрА ит. д., т. е. собственные значения, собственные векторы, об- 
ратная матрица и т. д., отвечающие невозмущенной матрице, слу- 
жат нулевыми приближениями (т. е. приближениями с точностью 
до членов, стремящихся к нулю при г=—0) соответствующих вели- 
чин, относящихся к возмущенной матрице А-+=В. 

В противоположность этому, для операторов, действующих в бес- 
конечномерном пространстве, вопрос о нулевом приближении (т. е. 
о сходимости при г—0) некоторой функции возмущенного операто- 
ра к той же функции невозмущенного оператора представляет су- 
щественную трудность, а иногда соответствующий предельный пере- 
ход может оказаться вообще невыполнимым. В качестве примера 
можно указать известную теорему Г. Вейля, из которой, в частно- 
сти, следует, что всякий ограниченный самосопряженной оператор 
А, действующий в гильбертовом пространстве, можно представить 
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соображений топологические утверждения доказываются в гл. 7 в 
формулировке, достаточной для приложений, но более ослабленной, 
чем та, которая дана в гл. 2. В гл. 9 рассматривается асимптотика 
решений уравнений туннельного типа. 

В Добавлении исследуется асимптотическое поведение решений 
эволюционных уравнений с быстро убывающими начальными лан- 
ными. Асимптотики решения линейных задач оказываются част- 
ным случаем асимптотик, полученных в гл. 1—4 части IJ, и вместе 
с тем интересны сами по себе, поскольку обладают свойством са- 
моподобности. Это свойство оказывается присущим и ряду нели- 
нейных задач, рассмотренных также в Добавлении. 
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Исходным пунктом обширного круга вопросов, который объеди- 
няется общим названием «теория возмущений», служит следующая 
задача. Пусть нам известны собственные значения и собственные 
векторы матрицы A. Требуется найти собственные векторы и собст- 
венные значения матрицы 

А (=) =А-+ В, (0.1) 


где В — фиксированная матрица, =— малое число. Решение этой 
задачи хорошо известно. Оно состоит в том, что собственные значе- 
ния №(=) матрицы А (=) записываются в виде ряда 


An (=) =ApteCyte?Ca+ ieee 


по степеням. г, где A, — собственное значение невозмущенной мат- 
рицы А (0), а cy — не зависящие от = коэффициенты. Аналогичное 
представление имеет место и для собственных векторов (=). 

В некоторых задачах, также относящихся к теории возмущений, 
приходится искать представление в виде ряда по степеням = для 
той или иной функции от А(=), например для (А--В)- или для 
exp{A+eB8}. Все эти задачи, не вызывающие больших затруднений, 
когда речь идет о матрицах, становятся весьма сложными, если вме- 
сто матриц рассматриваются линейные операторы, действующие в 
том или ином бесконечномерном банаховом пространстве. 

В конечномерном случае очевидно следующее. Если А(=) =А-+ 
+В, то при =г—0 имеют место предельные соотношения (=) — А, 
(=), (А-ёВ)--А-! (если А- существует), ехр{А-+=В}— 
—expA ит. д., т. е. собственные значения, собственные векторы, об- 
ратная матрица и т. д., отвечающие невозмущенной матрице, слу- 
жат нулевыми приближениями (т. е. приближениями с точностью 
до членов, стремящихся к нулю при =г—0) соответствующих вели- 
чин, относящихся к возмущенной матрице A+eB. 

В противоположность этому, для операторов, действующих в бес- 
конечномерном пространстве, вопрос о нулевом приближении (т. е. 
о сходимости при г—0) некоторой функции возмущенного операто- 
ра к той же функции невозмущенного оператора представляет су- 
щественную трудность, а иногда соответствующий предельный пере- 
ход может оказаться вообще невыполнимым. В качестве примера 
можно указать известную теорему Г. Вейля, из которой, в частно- 
сти, следует, что всякий ограниченный самосопряженной оператор 
А, действующий в гильбертовом пространстве, можно представить 
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Kak предел (по норме) последовательности операторов A,, имею- 
цих чисто точечный спектр. 

Если рассматривать оператор вида (0.1), где А и В неограниче- 
ны, то само понятие малости возмущения теряет определенный 
смысл: здесь нет оснований ожидать, что влияние возмущения =В 
будет в каком-то смысле мало даже при сколь угодно малых г. Для 
получения содержательных результатов обычно приходится требо- 
вать, чтобы возмущающий оператор был в некотором смысле «‹под- 
чинен» невозмущенному оператору. 

Другая возможность (именно ее мы будем рассматривать ниже) 
состоит в том, что можно наложить некоторые условия на поведе- 
ние А(=) как ‘функции от = при г=-0. При этом нет необходимости 
считать, что зависимость А (=) от параметра = определяется именно 
формулой (0.1). 

Методы теории возмущений широко применяются в различных 
физических задачах, в частности в квантовой механике. Гамильто- 
ниан некоторой квантовомеханической системы часто можно рас- 
CMATPHBATb как сумму вида 


Н=Н.+еН.+, (0.2) 


где eH, представляет собой малую «поправку» к невозмущенному 
гамильтониану Н.:, собственные функции и собственные значения 
которого считаются известными. (Такая ситуация возникает, напри- 
мер, в случае системы частиц, слабо взаимодействующих частиц, а 
eff, — их взаимодействие.) 

Если рассматривается оператор вида (0.1), где В ограничен, то 
известно, что перечисленные задачи теории возмущений имеют ре- 
шение при достаточно малом =. Решение поставленных задач дает- 
ся в виде сходящегося ряда по степеням :. 

Приведем соответствующие формулы (так называемые е фор мулы 


теории возмущений) — | aes 


(А-В) == А 5 А (Bayt, (0.3) 
k=0 , 
ell A+eB) — оёА 3 4 г (iBy*. (0.4) 
се 


Пусть A и В — самосопряженные операторы, A. — изолированная 
тт-кратная точка спектра оператора A, 4 — расстояние от А, до ос- 
тального спектра А. 


Проекционный оператор ER. d/a) Ig+d/2 на подпространство соб- 
ственных функций оператора A, отвечающих точке Ay, имеет вид 


Exaadertrs = т Pla — 2142, (0.5) 


где контур — кривая в комплексной плоскости, пересекающая 
действительную прямую в точках №м—4/2, Ag+d/2. При этом, 
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ИРИНА. НЫНЕ i 


Ы 
i 
A 


очевидно, я 
A 
__ (8, АЕ, a/2,49+d/28) 


А 
(а, Ej ymd/a,rq+d/28) 


для любого g, проекция которого на рассматриваемое подпростран- 
ство собственных функций отлична от нуля. При достаточно малом 
g проекционный оператор Е^**" имеет размерность т и 


Вин фа (ПВ — 4 0.6) 


k=0 


где контур — окружность с центром Ay и радиусом 4/2. Следователь-- 
но, собственные функции и собственные значения оператора А-В’ 
в 4/2-окрестности точки А» совпадают с собственными функциями» 
и собственными значениями оператора 


(A+ eB) = ф (А— 2 У (— 1) = [В(А— 2942, (07 


k=0 


который можно рассматривать Ha подпространстве размерности ит: 
Последняя задача сводится к отысканию собственных функций и 
собственных значений симметрической матрицы порядка т. Полу- 
ченные таким образом ряды для собственных функций и собствен- 
ных значений оператора А-В называются рядами теории возму- 
щений. В учебниках квантовой механики [20, 48] приводятся обыч- 
но лишь первые два члена этих рядов. 

Мы будем рассматривать в первых двух главах лишь случай... 
когда спектр оператора А дискретный или имеет по крайней мере 
одну изолированную точку A. wos 

Задача о возмущении унитарных операторов и однопараметри- 
ческих полугрупп операторов рассматривается в гл. 3. Там же изу- 
чается более общая задача — поведение при foo решения урав- 
нения 

2. А, ()u=F (2), 
dt 
удовлетворяющего начальному условию #и(0)=и.. Здесь A(t) — 
некоторый оператор в банаховом пространстве В, непрерывно за- 
висящий от параметра { и сходящийся в некотором смысле при 
п->оо, F(t) — заданная функция от ¢ со значениями в В. В гл. 2, 4 
изучается и более общая задача. Она ставится следующим образом. 

Пусть семейство {Т.} операторов (или последовательность опе- 
раторов {7,}) в банаховом пространстве В, зависящее от парамет- 
ра в, сходится в том или ином смысле к предельному оператору Т. 
Прямая задача теории возмущений заключается в построении ап- 


проксимации оператора Te (или Ta’) с помощью известных опера- 
торов Ги ТГ *. Так же изучается и обратная задача теории возму- 
щений — выяснение существования обратного оператора Т-’ и ап- 


проксимация его с помощью семейства Te. 


ГЛАВА 1 


ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ 
И ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
С ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


_ $ 1. Некоторые сведения из теории операторов 


Мы будем рассматривать линейные операторы (вообще говоря, 
:неограниченные); действующие из некоторого банахова простран- 
‚ства В, в другое банахово пространство В.. Таким образом, под ли- 
‚нейным оператором А понимается функция 


| u=A (и) ? 
‚определенная на некотором линейном многообразии Р(А)<=В,, co 
значениями в B,, удовлетворяющая условию 
A(austBu,) =@A (и.) НВА (и.). 


Область значений оператора А, т.е. совокупность {Аи; u=D(A)}, 
обозначим через. А (А)..Оператор А называется непрерывным, если 
из ии eee Ди.->Аи. Оператор А ограничен, если 


Az] 
woot) ba < 
величина SP, uh называется нормой оператора A и обозначает- 
) 
ся |All. Как известно, непрерывность линейного оператора равно- 
сильна его ограниченности. Если оператор А непрерывеи, то его 
можно продолжить по непрерывности на замкнутое ‘подпространст- 
во D(A), рассмотрением которого (вместо всего B,) можно при 
этом и ограничиться. Таким образом, ограниченный линейный опе- 
ратор естественно считать определенным на всем пространстве. 

Некоторое семейство операторов {А.} мы будем называть огра- 
ниченным в совокупности, если существует такая константа М, что 
ИА. —М для всех A, из рассматриваемого семейства. 

Оператор А называется замкнутым, если из того, что и„-и и 
Au,—>v, следует u@D(A) и Au=v. Всякий ограниченный оператор 
замкнут, но, вообще говоря, не наоборот. 

Оператор A называется расширением оператора A, если D (А) = 
<=р(А) и Au=Au для всех u=D (А). 
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Ниже мы будем рассматривать, как правило, операторы. или 
замкнутые, или такие, для которых существуют замкнутые расши-- 
рения. Если оператор А имеет замкнутые расширения, то среди них 
существует наименьшее (т. е. имеющее иаименьшую область опре- 
деления), называемое замыканием оператора А. Мы обозначим 
его А. 

Если область определения D(A) оператора А всюду плотна в By, 
то существует однозначно определенный оператор A’, действующий 


* 
из В в В, (* означает сопряженность) и удовлетворяющий ус- 
JIOBHIO 


(Аи, ф) =(и, Ap) (где феЕВ,) 


для всех иеО\(А). 

Нетрудно проверить, что сопряженный оператор всегда зам- 
кнут. Если из Аи=0 следует u=0, то на R(A) определен обратный 
оператор А-*, область значений которого есть D(A). Из определе- 
ния следует, что оператор А замкнут в том и только том случае, 
если замкнут оператор А-*. Замкнутый оператор A, удовлетворяю- 
щий условию О (А) =В., ограничен. 

Пусть А — линейный замкнутый оператор в гильбертовом про- 
странстве Я с плотной областью определения D(A). Тогда сущест- 
вует оператор 


В=[1-А*А]-*, 
являющийся ограниченным самосопряженным оператором, причем 
18] <1. | 


Оператор АВ также ограничен: |АВ|]=<1. Области определения, 
О(А*) и D(A*A) операторов A* и А*А плотны в Н. Оператор A™ су- 
ществует и равен А. | 

Ниже нам придется все время пользоваться понятием сходящей- 
ся последовательности операторов. Можно определять различные 
виды сходимости линейных операторов. Для нас будут существен- 
ны следующие. Пусть {A,} — последовательность ограниченных опе- 
раторов. Говорят, что эта последовательность сходится равномерно 
к оператору A, если ||А.„-—А||->0 при п->оо. 

Последовательность {А„} линейных операторов (вообще говоря, 
неограниченных) с общей областью определения Р называется 
сильно сходящейся на О (к оператору A), если для любого ие=Г» 


[А,и—Аи|->0 при noo. 


Наконец, последовательность {A,} называется слабо сходящей-- 
ся (кА), если для любого иеЕД последовательность {A,u} слабо. 
сходится к Аи. Иначе говоря, это означает, что (Anu, ф)—(Аи, 1) 
для любого u=D и любого pe В}. 

Связь между этими тремя видами сходимости можно изобразить. 
схемой 

равномерная—><сильная—слабая. 


1: 


Применительно к линейным преобразованиям конечномерного 
пространства все эти три вида сходимости означают одно и то же; 
в бесконечномерном случае эти понятия различны. 

Сформулируем известные результаты о сходящихся последова- 
тельностях линейных операторов, на которые нам придется опи- 
раться ниже. 

1. Теорема Банаха — Штейнгауза. Пусть {A,} — огра- 
ниченная последовательность линейных операторов, действующих 
из В. в В,, т.е. пусть |А.|<М (M=const) для всех п и пусть 
|Anf—Afll+0 для всех |, принадлежащих некоторому множеству, 
всюду плотному в В.. Тогда laser allay для всех feB, и |IAll<M. 

2. Если последовательность {fn} (facB,) слабо сходится, то 
{llf.ll} ограничена. 

3. В рефлексивном банаховом пространстве всякая ограничен- 
ная последовательность слабо компактна. 

4. Если в банаховом пространстве последовательность {f,} сла- 
бо сходится кра {Ifill} сходится к И, то {f.} сильно сходится к f. 

5. Теорема Лебега. Если последовательность измеримых 
на [0, 1] функций {f,(t)} сходится почти всюду к f(t) и ограничена 

1 


некоторой интегрируемой функцией, то [Sr (0 и ‚ сходится к 
© 


УТ 


Ниже придется рассматривать операторы, действующие в про- 
странстве функций со значениями в банаховом (в частности, гиль- 
бертовом) пространстве. Для нас существенны будут три варианта 
такой конструкции. , 

a) Пусть. В, — банахово пространство и пусть C(B,) — совокуп- 
ность функций u(t) со значениями в B,,. определенных на отрезке 
[0, $] и непрерывных (т.е: таких; что |и(—и(&)|->0 при #4). 
Определим в. C(B,). норму. 


[= (|= зирфи (в; 


при этом С(В,) становится банаховым пространством. 

6) Пусть Н — гильбертово пространство и пусть L,[H] — сово- 
купность функций h(t) со значениями в H, измеримых (в TOM смыс- 
ле, что (h(t), №) есть измеримая числовая функция при любом 
ЕН) и удовлетворяющих условию 


oO 


(Пе at < «о. 


—00 
Если определить скалярное произведение в L,[H] как 


(A(, 20) = § (hO, Фа 


00 
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то [4[Н] будет гильбертовым пространством, сепарабельным, если 


сепарабельно fT. 
Нам понадобится следующий факт: если функции h, веГ.[Н] 


стремятся к нулю при #50 и h’, g’&=L.[H}, то . 
а а 
— = — Ё я 
(1-е, =0) =— (в®, Fe) 


Для доказательства реализуем Н в виде пространства последо- 
вательностей [.. Тогда каждый элемент из Г,[Н] есть последова- 
тельность {а»„(#)}, где а, ({) — измеримые числовые функции и 


> м at (| @&< оо. 
п —0o 
Скалярное произведение элементов а, в=Г.[Н] запишется в виде 
(4,)=> An (1) On (2) dé. 
п — 


Если все а, (1) и 6,(Ё) стремятся к нулю при [#|-—со, an, bn — эле- 
менты из L.[ 1], то 
a 


фа, ()b,()dt—=— би 


2 


и, следовательно, 
> \ <, (1) ba(f) dt=— У ) Gn (5 bp (é) dt. 


в) Пусть В — банахово пространство и пусть L,(B) — совокуп- 
ность функций u(t) co значениями в В, определенных на отрезке 
[0,s] и таких, что функция |и(Р)|ь интегрируема по ¢ на [0, $]. 
Определим норму в Г. (В): 


ше = le) ba 


при этом L,(B) становится банаховым пространством. Функции со 
значениями в В, принадлежащие L,(B), называются функциями, 
интегрируемыми по Бохнеру. 

Множество всех двузначных функций фундаментально в Г, (В), 
т. е. линейная оболочка этого множества плотна в L,(B) 


$ 2. Основной метод оценок решения 


Основную идею метода мы изложим вначале на простом при- 
мере. 
Пример. Рассмотрим в L,[R?] оператор 


Pa A244 Bm A(t, y) 248 (x,y, 2 
ГАА + Blum =), . 


ye B(x, у, 9!9у) — линейный оператор, коммутирующий с x, 

A(x, у) — числовая функция, |А(х, у) | < 1. Предположим вначале, 
что оператор [-{ существует и ограничен: |[-!| < М. Пусть wel, — 
решение уравнения 


fu=f(x,y), feLs, f(x, у) =0 при x>x. 


Очевидно, что если ф(х) — кусочно дифференцируемая фуикция, 
причем, если ф(х)}{(х, и) =0, то 


L (фи) = L (фи) — of = Афхи. 


19 Фи < №] ‚и. 


Следовательно, 


Полагая 


— f(«—2®)* при x>8&, 
ге is при x <6, 


где Е — любое целое, #>> 4, получаем 


$ (x— &)™ ( изду dx < N*k? 5 (x — ах } ae (2.1) 


При k=1 интегралы в правой части неравенства сходятся. Из этого 
неравенства следует сходимость интеграла в левой части. Предпо- 
ложим по индукции, что интеграл 


ео” $ изауах 


сходится. Из (2.1) следует сходимость интеграла {6:6 ‘Jean ae. 


р | Е. р о Вы 
Отсюда следует, ‘что все _ ‘интегралы в (2.1) сходятся при `Е=п, 


где п — любое положительное число. 
Обозначим 


©. ={— 5" | way de. 
Е —< 


Тогда из (2.1) имеем 


©, (Е) < № т ®; (8). 


oO 
Это неравенство позволяет оценить интеграл de y и? (х, y)dy при 
—со 
больших Е. 
Имеем 


о. < +5) 0; ©, 
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где 6,->0 при n—>oco. Домножив обе части неравенства на Ф„’>0 
и проинтегрировав от & до со, придем к неравенству 


02) <—(1 + 6,)(@;). 


Отсюда, учитывая, что M, (co) =0, получим 


оо о, Е), БЕ (2.2) 


Приведем пример оценки решения обыкновенного дифференци- 
ального уравнения, когда (2.2) остается справедливым при 6,=0. 


Пусть = + 1.; Тогда Е <1. Пусть Lu=0 при «>a; тогда 
при х>а, и=Се= _ 


и м a7, (2n)! 
i (x — §) utdx = are Се. 
5 


Следовательно, 
Фи (E) = 5-0, (Е). 


Из (2.2) следует оценка для { «пах, поскольку 
5 


ро фах и ео" ах | ау 6. ©) 
5+  — 5+ — 5 — 


Замечание 1. Нетрудно видеть, что от оператора В требует- 
ся лишь, чтобы он коммутировал с M(x). От оператора A, помимо 
этого, требуется ограниченность. Следовательно, В может быть 


‚ матрицей, содержащей производные по всем аргументам, за исклю-... 
чением х, с любыми коэффициентами, зависящими от всех перемен- 


ных. Оператор А может быть матрицей c ограниченными элемента- 
ми, зависящими от всех переменных. Иначе говоря, A(x) и B(x) — 
операторы в некотором гильбертовом пространстве Н, зависящие 
от х как от параметра. Будем обозначать норму в Н через ||». 


Оператор 2=А- +--В(х) будем рассматривать в гильбертовом 


пространстве L.[H] функций от x с интегрируемым квадратом, при- 
нимающих значения в Я. 

Если A(x), B(x) — матрицы, то элемент hE@L,[H] будет столб- 
цом A, и в определение нормы войдет также сумма по индексу v. 
Поэтому (2.1) остается справедливым для систем дифференциаль- 
ных уравнений в частных. производных первого порядка по х. 

Аналогичный метод можно применить в банаховых простран- 
ствах. 

Замечание 2. При выводе формул (2.1) мы требовали суще- 


ствования и ограниченности оператора [-!. Однако, если учесть, 
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что p(x) =0 при x<&, то станет ясно, что достаточно потребовать 
существования и ограниченности оператора fz’, где Г — сужение 
оператора 1. на множество ‘функций, обращающихся в нуль при 
Х<5Е ([4<Г,). При этом норма обратного оператора [14| ==М (Е) 
будет т от Ё, и в неравенствах (2.1) вместо N можно напи- 
сать 

Это и будет особенно важно, когда мы перейдем к опе- 
раторам вида 


#8 
L=— ae + B (x), 
например, не имеющим обратного. Здесь, если B(x) >0`при x>a, 
причем В(х) >М (Е) при xX>§ 24, то на функциях, равных нулю 


ye x<E, обратный оператор L;' будет существовать, причем 
[и <м(®. 


$ 3. Дифференциальное уравиение второго порядка 

с операторными коэффициентами 

Изложенный метод мы применим для получения оценок собствен- 
ных функций самосопряженных операторов. 


Рассмотрим пространство Г,(Н) функций g(x) со значениями 
в некотором гильбертовом пространстве H: 


р [le@bidr, в, в) A (в: (2), as (2) ах. 


`Рассмотрим в L,(H) самосопряженный ОВ 
f=—-£4+3@, < с с 85 


где B(x) коммутирует с оператором умножения на хи удовлетво- 
ряет условию 


вов. одна» Паб, E00, и g(x) Р(В(9) 
5 


(3.1) 


(D(B) — область определения оператора В). 

Теорема 1.1. Пусть ^Х — точка дискретного спектра оператора 
Г, 4< со — расстояние от точки \ до предельного спектра опера- 
тора L, а=а?—^. Каждая собственная функция p(x) оператора ja 
отвечающая собственному значению A, удовлетворяет неравенству 


Г Ib (x) [ey ах = с (8) e208, (3.2) 
5 
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где 5>0 — любое заданное число, c(5) — константа, зависящая 


6, а 
= ® = [0,4a+ (0,16a?-+0,2d?)'*]* | (3.3) 


и является точной константой *). 
Следствие. Лусть p(x, у, 2) — собственная функция уравне- 
ния Шредингера 
—Arptu(x, у, 2) = А 


и пусть 
inf u(x, y, г) >= d?. 
х—>со 


Известно [10], 4TO для этого случая 
Гри, ЭР) § [$ (9) 49, (3.4) 
РО 


где РО — расстояние между точками Р и Q. Тогда из (3.2) и (3.4) 
следует оценка 


оу, Ре {4х (фе, у, 2) Рау’ dz’ <c(e) сах, 
&ф и 
где ® выражается формулой (3.3). Из этой оценки следует оценка 
®— п 4. 


Замечание. Пусть Н — числовая прямая, B(x) =и(х)—0 при 
1х|-=оо. Тогда a=d, и мы получим из (3.3) «//а= соп${. На самом 
деле в этом случае wp (x) ~ е7а=. Таким образом, в этом примере 
значение константы ® достигается. 

Для доказательства теоремы нам понадобится следующая 
лемма. 

Лемма 1.1. Пусть в(х)=р(Ё), причем g(x) =0, [5 (х) =0 при 
х< Е. Гогда для любого &=>0 найдется &, не зависящее от & итакое, 
что при ЕЕ. . 

(d—e i РЕ — Мао. (3.5) 

Доказательство. Пусть А, — р-кратное собственное значе- 
ние, i (i=1,..., p) —ero собственные функции, а tpa,— осталь- 
ные собственные функции оператора Г. 

Докажем неравенство 


p 
lgP<S le wr + 
i= 
F а В ЖИ ВИНЕ | | AC ВЕ | 9 Zoey Е 
> и Нал ae 
Аь-М<а-е 
(3.6) 
*) См. замечаиие. 
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Пусть f= ((—^) 5 и пусть Ю, — резольвента оператора Г в точке 
А (на подпространстве, ортогональном фа (i=1, 2,..., p)); имеем 


Еф, wo wi —1АМР= 
4—1 {1 ss 
=| S (Dig f Radig Re (f= XS (фьл ve} [= 
Ample d—e 1-5 d—2 


a St ae mor У (ag De) | < 


Акаев (Ag — A)? A-Agled—e 
(Ф„, В 

= о 

Whglecd—e (® — №", 


ЕВ amar (UP D (Pres 7] 


А-— < 4-—в 
Отсюда следует (3.6). 
По условию имеем 


(с, BP = нах - [ep 


8 or, 


(Z—Alg, a)? < фах. |2 — № аР. 
$ . 
Отсюда и из (3.6) следует неравенство 


lecor<lers У ae + 


415 
a С 1 
ЕР а [я i 
[А ---М=4- Е 
+a = | (L—A) gf. 


Отсюда ‘при ЕЕ, получаем 
ао бе ав + 09 ИЕ Ма В + Ма. 
Следовательно, 


(4— =)* (1 — 0, ()) | (= (0, (е) + ПКЁ—^ &Р, 


(4— 0 (#8 (= |(Е—^ а. 


Обозначив O,(e) снова через в, получим утверждение леммы. 

Доказательство теоремы 1.1. Пусть p(x) — дважды 
дифференцируемая скалярная функция, обращающаяся в нуль при 
х< 5. 


или 
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sais aia 


+ PSPS TELE SAS SS 
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Имеем 
HE — A] 9 (x) + (x) P=l9"y 20°" [ФР 
+ 4 (Ф’ф, op’) +4] Ф''Р. (3.7) 
Очевидны тождества 
2 (Ф”ф, Ф’ф’) —=— ((Ф”"Ф']' app), 
(8.8) 
o=([o’F $, 12 —4] $) = — (ФТ, $") + ((B—A)] $9’, Pp) = 
=2(9'¢"y, $’) +h o'p’ P+ (1B—A] op, op). 
Из (3.8) в силу условия (3.1) при достаточно большом Ё следует 
неравенство 
— оф" — 2 (Ф’Ф’ф, $’) >= а] ФР. (3.8’) 
Из (3.5), (3.8), (3.87) и (3.7) следует неравенство 
(а— =) ФФ” + 2 ([9'Ф'] у, $) — 4а] Фр. (3.9) 
Пусть теперь 
я — 88 x > &, 
0 х<Ё 


По индукции из неравенства (3.9) следует, что функция 


ФР" 
$ 


9®—=| 


существует при любом п. При достаточно большом n>>n,, неравен- 
ство (3.9) принимает вид 


16d? (1—=.) 9 <5 O°” —16баФ”. 
Отсюда следует, что Ф (ЕЁ) удовлетворяет неравенству 
50°)— 16ad”—16d?(1—e,) D0. (3.10) 

Корни характеристического многочлена, соответствующего опе- 

ратору, имеют вид 
в — 8а — У 6422 + 80d? (1 — e,) 
5 ? 

8a 64a? 80d? 1 raul ® 
i Set VS OP ah ='40 (1 —e,). 
Обозначим F (£) = @”—f?O = Ф”--|В|2Ф. Тогда из (3.10) следует 


неравенство 
(F”—y?F) >0. (3.11) 


Умножим обе части неравенства на F’ и проинтегрируем с учетом 
равенств F (co) =F’ (co) =0; получим 


(F’(§))° 20 (F (8) )*. 


7 
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Отсюда в силу F’(E) <0 имеем 


Е(Е) <ce-®, 
т. е. 
Ф”+|В|2Ф = се-и, 


и, значит, в силу неравенств ©” (£) >0, Ф (Е) >0 имеем 
© (=) <c,e™. (3.12) 


Отсюда в силу неравенства 
(Il 4=Ф&—1) (3.13) 
oa 


получаем 


G1 ах = са (е) е-® = с, (в) -*Ф 0-6, 
5 


и теорема доказана. 


§ 4. Оператор первого порядка 


Изложенный метод может быть применен также для оценки соб- 
ственных функций самосопряженных операторов первого порядка 
по х вида 


ГА +B(x), хЕВ, (4.1) 


где ||All<1, B(x) коммутирует с x; в частности, для собственных 
функций стационарного уравнения Дирака *). 
Пусть А, — собственное значение, р — соответствующая собствен- 


ная функция оператора L, феЕЕС? и равна нулю при х< Е; тогда 
[А+ —^ | po (2) = Ао 
т. е. [L—A] pp (x) =Аф’ф. В силу леммы 1.1 для достаточно. болыно- 


To ЕЕ, 
(d—e)*llppl?<lAg’pll?< lll”. 
Аналогично предыдущему, полагая 
= (x —)", x>&, 
P(x) = 
” 0, Х<Ь, 
Ф (Е) =? при достаточно большом n>n,,, получаем Ф”> 
4(d—e,)*®. Аналогично (3.12) имеем 
Ф() < ве. 
*) Если в уравнении Дирака [5, 47] коэффициенты не зависят от & то с по- 


мощью замены ф=ей'ф мы придем к стациоиарному уравнению Дирака для 
функции Ф. 
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Отсюда в силу (3.13) 


oo 
\ op fir ах = с» (#1) е(4-е08. 
5 
Нетрудно убедиться на примере обыкновенного дифференциаль- 
‘ного оператора, что эта оценка достигается при г.=0. Итак, дока- 


зана 
Теорема 1.2. Для собственных функций оператора L справед- 
лива теорема 1.1, причем w=d и является точной константой. 


$ 5. Основная оценка для собственных функций 


Рассмотрим самосопряженный оператор 
> а 
L=A(n) — + B(n, х), [А |] <1, 


коэффициенты которого зависят от некоторого параметра п. Ha- 


помним, что если GEL.(H) обращается в нуль и Lg=0 при х<Ё, 
то в силу леммы 2.1 для заданного =>>0 существует такое &,, не за- 
висящее от 5, что при ESE, выполняется неравенство 


(а— =) [2 ИЕ— МЕР. (5.1) 


Фнксируем &. для данного оператора L. 
Положим x¥ = (Е,)1, где y>1 — любое число. Совершим перенос 


начала координат в точку х’. Рассмотрим в новой системе коор- 
динат у==х — xX? функцию 


Ф (у, =, B>y, 


0, foe. 
Пусть &= x” — Ee; тогда из х<&, следует х< x? — 6, т. е. 
(х— x?)? > 8; значит, у? ?. Следовательно, ф(у, х) =0 при 
Х<Е.. 
Оператор 


E=A(n) — + B(n, 2) 
в новой системе координат будет нметь вид 
L= A(T + Bon y+ x. 
Пусть u(y) ЕН при условии |у| < х? — & удовлетворяет уравнению 
A(n) E+ Bln, y+ ии. 


Очевидно, что неравенство (5.1) выполняется для функции g= 
=(y,&)u(y), поскольку при х<Ё, имеем &=0 и Lg=0. Таким 
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образом, 
(@— =) фир <]. 

Обозначим 

5 

o@=lup={ @—¥" lew) fray. 

= 

Нетрудно убедиться, что 
a, n "Гл __40—1 @- 
estat es 
Положив 1/n=O(e), получим 
Оо" Ао, 

поскольку Ф’>0 и E>0. Отсюда, обозначив О,(=) снова через е, 


имеем 
Ф’Ф”>4(4—=)*ФФ/, 


или р р 
— г __2\2_^ m2 
пе (©) 24—99. 


Проинтегрировав от 0 до &, получим 
Ф’>2(4—=)Ф, 


или р 
Проинтегрировав это неравенство от а>1 до Е, получим 


@ (5 > — = - у 
Зов —°° i а бы — 


и Ф(Е) > 4-96-90 (а). 
Поскольку 
м у | и — 22 а, 
Е Е 
§ @ — 8)" Jay) dy м Фа, 
- —8 


то при &<^?—Е, имеем 
ме >57 © > ов) > 
— 
5 
22 c(a, в) rea) | July) dy, b=a—I, 
—b 


поскольку &~**>>c (0; =) е-?*(-®. и tnd, 
22 


Переходя к координатам x и обозначая 2= снова через г, полу- 
чаем 


xb х1 5 
} мор ах а (6, г) 498 | u(x) fir ах. 
x | | Е | 


Положим &= х? — &, тогда 


“ae аа mote 
\ [# [вах <a, (6, ele oe ) [u(x) [Ri ах — 
#7-ь | Ee 
0 
а 
= с. (6, =) Pig a! о К | u(x) 2, dx. (5.2) 
be 


Константа сз(5, =) = c,(0, =) 2 не зависит от y. Таким образом, 
неравенство (5.2) выполняется при любом {> 1. 

Полагая р 
In (n/2) 

In xp 


9 = 


мы приходим к следующему утверждению. | 
Лемма 1.2. Пусть |— некоторый параметр, n>0 и пусть 
и (х) ЕН при х< т удовлетворяет уравнению 


А(п)- + В, им, А <1. 


{ [шах < С(а, =) e-da-eyn (Labi ae. (8.8) 
N/2-a 0 


(Заметим, что u(x), вообще говоря, может и не принадлежать 
L,[H].) 


§ 6. Две леммы абстрактной теории возмущений 


Докажем теперь две нужные для дальнейшего леммы (см. [7]). 

Лемма 1.3. Пусть А — самосопряженный оператор в гильбер- 
товом пространстве Н. 

Пусть р, — некоторая точка на вещественной прямой, 4 — рассто- 
яние от и до спектра оператора А. 

Тогда для любого g=D (А) справедливо неравенство 


dligii<il(A—p) 81. (6.1) 


Доказательство. Если р. принадлежит спектру оператора 
А, то 4=0 и неравенство (6.1) очевидно. Пусть p не принадлежит 
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спектру оператора A. Тогда неравенство (6.1) следует непосредст- 
венно из известного неравенства 


(Аи) = 1/d 


(см. [39]). Действительно, обозначив f= (A—p)g, получаем 
а1-=КА— ра < ЛАКА ва 


Лемма 1.4. Пусть \)— некоторая изолированная точка спект- 
ра самосопряженного оператора A, M,,— оставшийся спектр (т. е. 
M,, — множество, равное спектру Oa, из которого выброшена одна 
точка K=)o) и пусть 4, — расстояние от точки и до множества M,,. 

Пусть Р‚„, — проекционный оператор на подпространство собст- 
венных функций, соответствующих точке Ko. 

Тогда для g=D(A) справедливо неравенство 


| ам (1—Р.,) gll< ll (A—p) gil. (6.2) 


Доказательство. Ортогональное дополненне к подпро- 
странству собственных функций, соответствующих А»,. инвариантно 
относительно оператора А. Поэтому неравенство (6.2), записанное 
для этого ортогонального дополнения, будет иметь вид 


КАБ O-PS G10 Padi РЕН. 
Поэтому, положив f=(A—p)g, получим (поскольку P,, коммути- 
pyerc А 
| (1— Pa.) &1=1а— Pa) (A— wt f=] (A — в) (1 Pa) FS 


<—jiu—P,)(A—p) gf— АС 
a, | rn) (A — 2) gl д. 


$ 7. Теория возмущений оператора первого порядка 


Лемма 1.5. Пусть и — решение уравнения 


{Le —Ма=А() — + Ва, ди-Ро(и, Хи — № ==0, 


du 

dx 

где операторы B(n, x), 0(n, x) коммутируют с x, \|A(n) Il<1, ydoe- 
x 


летворяющее условию ри ах < com, где с=с(=) не зависит от H 
р 0 


при любом =>0, и пусть v(n,x)=0 при [х| < т, & — расстояние от 
точки ), до предельного спектра оператора Ly: 


Ly= А) + B(n, 2) $. 
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ы 
i 
. 


ih 


N/2-a 
2) найдется такое собственное значение у оператора L, что 
с (в) е 4-м | 


n/a %’ 
[Siete 

р ris 
u—> | [© на | Wis 


fmt Lg a 


а) [p—AlS 


м | 


У ar 
где 4, — расстояние от точки и OO остального спектра L, py (i= 
=|,..., Р) — ортонормированный базис собственного подпростран- 
ства оператора L, отвечающего точке ци. 

Доказательство. Очевидно, что 


Lu =A(n) +B(n,x)u=mt, |x| <n. 


|“ = с (®) e-dareyn | 
dy 


Поэтому в силу оценки (5.3) и условия леммы для достаточно 
больших 1 выполняется неравенство 
1/a+a 


n 

( [и вах < с(а, г) § [и [вахе-ча-ем. 

n/2-a о 

Отсюда и из условий леммы следует утверждение 1). 

В силу ф(х)о (1, х) =0, [ьи=Аи имеем 

e()L=o(%)l,, ФП, —Ми=о. 

Отсюда 4 у 

[Lo —A] p(x) u=A(n) Q(x) и. 


Из леммы 1.3 следует, что найдется такое собственное значение 
в оператора Ly, что 
N/a+a ' 
\ [“« ах 


[в—^| < 1 A (n) pu | =< м < с (а, г) e~4a-am 
le) al Io (x) a] n/a * * 
МИРР 
о 


Возьмем функцию ф(х), равную единице при |x|<n/2, равную 
нулю при |х|>1/2 а, а в промежутке n/2<|x|<n/2+ а линей- 
ную: p(x) =1+1/a(n/2—x). Кроме того, из леммы 1.4 получим 


р 
Ф(ди— У (Фи, Wh) | «ее, 


é=1 
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n/a я z 
| ees, we vi] dec te eae, 
lH г 


: t=1 


Поскольку в снлу теоремы 1.2 


n/a : 
(P(x) 4, bu) — | (и, Pun 4х <c(e) toon, 


0 


то отсюда следует утверждение леммы. 
Рассмотрим теперь самосопряженный оператор 


[(е) = Ат) -^— + B(x) + e(2, 2), 


где v(t, =) — ограннченный оператор в Я, непрерывный no т. Пусть 
и — изолированная точка спектра оператора 


20 =А(9 +В), 


4, — расстояние от и до остального спектра оператора 2, (0). 
Пусть т. таково, что если 


оо Se 


= а = ou 
то [0 (т, же (*«>0), н пусть 0=9(1,=)—0и(т,2). Тогда 


оператор L(e) можно представить в виде 
1 (в) =, (0) + e0 (т, =) + eu (т, =). 


Полагая в предыдущей лемме n=2t., о(т, п) == (т, г), мы вы- 
водим в силу лемм абстрактной теории возмущений следующую 
ниже теорему. . 

Пусть 0<6<1. Рассмотрим пространство непрерывных функций 
oT & (O<e<e) и отождествим функции, разность между которы- 
ми не превосходит o(e)=C ехр{—4 (1—6)т.}; полученное фактор- 
пространство обозначим через 5. Рассмотрим пространство 
L,[H, $] функций из L.[H] со значениями в 5. Равенство а=6 в 
этом пространстве будем записывать а==6. 


Предположим, что оператор 
[0 =A) —— + B(t) 
из 


самосопряжен в L.[H], а В(т) коммутирует с т. Оператор зо (т, г) 
коммутирует ст и стремится к нулю по норме Н при любом фик- 
сированном т. 
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Теорема 1.3. Пусть решение tr уравнения 
{L (0) + ev (t, =)] tha = Apa 
 довлетворяет условию 
j [pa [#45 < С (6) e%, (7.1) 
-х 
где $ — любое, константа C(5) не зависит от в, а ближайшая к 


4, точка спектра оператора £(0) есть собственное значение ц этого 
son ale конечной кратности. Тогда 
1) оператор 


сс ЕС 
Lo) + ede, ФИ) — ат У (vie (6,2) 20) — 214, 
Е 
г k=0 
где Г — окружность с центром в точке и pacuyce 4/2, имеет [< т 
различных собственных значений wi=pa(e) (1=1,2,..., 0, а сум- 
ма проекционных операторов P(e) (1=1, 2, ‚ 4) на собствен- 


ные подпространства, отвечающие им, имеет размерность т; 
2) выполняется соотношение 


te 1 2’ 
Ц (- УР: о) pal 4—0; 
“Tg i=k Н 


3) найдется такое & (0=<1Ж<1), что 


min (а и — У wafer ) "о Ри го, 


‚ А—ш OV прот 0. 


& 


Замечание 1. Если ближайшими к точке A являются два 
собственных значения р и и, оператора 2 (0), то 
т 


{ Iba [dt -5=0. 


Te 


Замечание 2. Для действительных A только решения, удов- 
летворяющие условию (7.1), имеют физический смысл. Известно, 
что собственные функции непрерывного спектра широкого класса 
дифференциальных операторов с частными производными удов- 
летворяют этому условию. 

Для дифференциального оператора второго порядка вида (3.0), 
удовлетворяющего условиям теоремы 1.1, будет справедлива пре- 
дыдущая теорема, если положить o(e) =ехр{- (1—6) т.}, где @ 
определяется формулой (3.3). Это утверждение доказывается ана- 
логично предыдущей теореме. 


ГЛАВА? 


СИЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ РЕШЕНИЙ 
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 


§ 1. Слабая сходимость решений 


Рассмотрим следующую задачу: пусть {A,} — последователь- 
ность линейных операторов, действующих из В, в В, (где В, и Ba 
банаховы пространства) и имеющих одну и ту же область опре- 
деления D(A,)=D. 

Рассмотрим последовательность уравнений 


A,Xn=Vn (1.1) 


и предположим, что как последовательность операторов {A,}, так 
и последовательность {v,} правых частей уравнений (1.1) сходят“ 
ся (в том или ином смысле) к оператору А и элементу о соответ- 
ственно. Рассмотрим наряду с уравнениями (1.1) предельное урав- 


нение 
Ax=v. (1.2) 


Возникает вопрос — какие условия должны быть наложены на 
последовательность операторных уравнений (1.1), чтобы последо- 
вательность их решений {x,} сходилась (в том или ином смысле) 
к решению предельного уравнения (1.2)? 

Установим прежде. всего условия, при которых имеет место 
слабая сходимость решений, а потом перейдем к условиям силь- 
ной сходимости. При рассмотрении слабой сходимости мы огра- 
ничимся случаем операторов, действующих в гильбертовом прост- 
ранстве. | 

Теорема 2.1 [28, 29]. Пусть {A,} — последовательность ли- 
нейных операторов в гильбертовом пространстве H, имеющих одн 
и ту же область определения О), всюду плотную в Н, пусть {An 
сильно сходится к А и пусть {f,} — последовательность элементов 
из Н, слабо сходящаяся к f. 

Если для последовательности уравнений 


i 
Ann == fa а .3) 
существует ограниченная последовательность {Xn} их решений, то 
существует такая последовательность {у„} решений предельного 
уравнения 
А*х=}|, (1.4) 
что последовательность {х„—у„} слабо сходится к нулю. 
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Доказательство. Так как последовательность {х„} огра- 
ничена, то из нее можно выбрать слабо сходящуюся подпоследо- 
вательность {Xn,}. Пусть о — предел этой последовательности. По- 


кажем, что 9 — решение предельного уравнения (1.4). Действи- 
тельно, для любого g=D имеем 


(Ag, Xn,) = ([A— Anz) 5, Хп,) + (=, In) > (8, 


ив то же время (Ag, хи,) > (4g, v), откуда 
(Ag, 0) =(g,f) Veg=D. (1.5) 


Поскольку В всюду плотно в H, то (1.5) означает, что 
4*9=]. 
Обозначим через H, подпространство решений однородного 
уравнения A*x=0, а через Н, — его ортогональное дополнение, и 


пусть P,, Pz, — проекционные операторы, отвечающие этим подпро- 
странствам. Положим 


Zn = Py (U— Xn), (1.6) 
Yn ==2n + Xn. 
Каждый элемент у, будет решением уравнения (1.4); действи- 
тельно, 
А*у,=А* (Zant Xn) =А* (P20-+P,x,) =A°P,V=A’ (Р.+Р‚) о=А“о=]. 
(1.7) 
Поэтому для завершения доказательства остается показать, что 


последовательность {Z,} слабо сходится к нулю. Эта последова- 
тельность ограничена, так как 


а» == [ж„й + toll, 


а последовательность {x,} ограничена по условию. Далее, 2„еЙН,, 
поэтому для всех хеЕН, имеем 


(Zn, Х) =0. (1.8) 
Кроме того, если g&=D, to AGEH, поэтому 
(Ag, 2n) == (Ag, Yn — Xn) = ((А, — А] в, Xn) + (Ав, Yn) — (And, Xn) = 
= ([An— A] а, Xn) + (g, f — fn) —0 при n—>covge D. (1.9) 
Из (1.8) и (1.9) следует, что соотношение 
(Zn, и)—>0 при n—>co (1.10) 


выполнено для каждого и=Н.ФЮ(А). Но R(A) всюду плотно 
в #2, ибо иначе в Н. нашелся бы ненулевой элемент Yo, 
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ортогональный R(A), н мы имели бы 
0 == (и, Ах) = (AY, x) Vx = D, 


откуда A*y,=0, т.е. Yo H,, что невозможно. . 

Итак, соотношение (1.10) выполнено на множестве, замкнутая 
линейная оболочка которого есть все пространство Н. Отсюда сле- } 
дует, что ограниченная последовательность {z,} слабо сходится к ; 
нулю. Теорема доказана. 

Замечание. Если оператор A** существует (т. е. уравне- 
ние A*x=0 имеет лишь тривиальное решение), то утверждение тео- 
ремы 2.1 можно сформулировать так: всякая ограниченная после- 
довательность {х„} решений уравнений (1.3) сходится к решению 
предельного уравнения (1.9). Более того, если a существует, то 
теорема 2.1 имеет место и для операторов, действующих из одного 
банахова пространства в другое, поскольку единственный пункт 
проведенного выше доказательства, использующий гильбертовость 
пространства Н,— это возможность представить его в виде суммы 
подпространств Н iH Ad. 

Следствие 1. Предположим, что выполнены условия Teope- 
мы 2.1 и, кроме того, (Xn, Yna—Xn)—>0. Тогда [у хь|->0. 

Действительно, 


(Yn—Xny Yn— —Xn)—->(Yn, Yn—Xn) = (Yo, Zn) = (9, =.) —0, 
поскольку элемент у„—чеН, ортогонален Zp. 
Пример. Рассмотрим задачу 


Letts = —eA ( 1+ sin? =) из + А? (*, 1) Ue =F (x,y), 


ca 


иг|г=0, (x, y)Sa>0, (1.11) 


где А — оператор Лапласа, Pe и контур, 4EL,[Q] (Q— 
область, ограниченная Г). 


Докажем, что и.(х, у) “слабо сходится при =—>0 к F(x, у)! 


/Е*(х, у) в области Q. Очевидно, что сопряженный оператор г 
сходится при e->-0 к оператору умножения Ha R?(x, у). Для при- 
мечения теоремы 2.1 остается доказать ограниченность |и.| при 


e—>0. Умножим (1.11) на (1-4 sin® =) и проинтегрируем по x, у 
в О. Интегрированием по частям получаем 


ое =) us| cae Ee =) uid dy = 


= {{ Fue(1+ sin? аки (1+ sint =\ Ihe |<C]F] fel. 


upg NOOR gL, дает INNO RLM LISS ME TE 


Следовательно, \ ( kusdx dy <cl|F||uel; значит, 
Q 


| uel < FI 
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$ 2. Условия сильной сходимости решений 


Перейдем теперь к установлению условий, при которых после- 
довательность решеннй уравнений вида (1.1) сходится к решению 
предельного уравнения (1.2) не только слабо, но и сильно. Но 


ешение уравнения вида 
. Ах=} 


— это обращение оператора A, поэтому нам удобнее будет сфор- 
мулировать и доказать соответствующий результат не для урав- 
нений, а для обратных операторов. Здесь мы рассмотрим общий 
случай операторов, действующих из одного банахова пространства 
в другое. 

1. Теорема о сильной сходимости решений. Пусть {A,} — по- 
следовательность линейных операторов из банахова пространства 
В, в банахово пространство В. с одной н той же областью опре- 
деления D и пусть А — оператор, действующий из В, в В», с той 
же областью определения Р такой, что 


Ас = Шо Aig УЕ D. 
ace 


Операторы A, мы предположим допускающими замкнутые pac- 
ширения, обозначаемые А... 

Теорема 2.2 [13, 46]. Пусть последовательность {Аз} суще- 
ствует и ограничена в совокупности: 


Ас. 

Тогда 

1) существует обратный оператор А-', ограниченный на мно- 
жестве R(A), где R(A) — замыкание области определения опера- 
тора А”; 

2) А == lim An'f (f = Ю(А)). 

n—-»cc - . 

Доказательство *). Для существования А-' до- 

статочно доказать, что уравнение Ад. =0 имеет единственное реше- 


ние 4.=0. Итак, допустим, что Ад. =0, где q=D(A). Оценим [41. 
Имеем в силу условия теоремы lim Д„9.=Ад.; следовательно, 
n—90 


1А „| <llAgollte=e (п<М.). Отсюда в силу ограниченности Ал’ 
имеем 


Qo) = Ая’ Ando |= Аз” |] Anqo | = ec. 


A поскольку = — любое, то |4,|=0 и go=0. 
Докажем, что lim Ал} ==Ат для |= Ю(А). Имеем 
novo 


A-feED{(A)CD{(A,), feR(A). 
Следовательно, оператор A,A~'f определен для всех f]=R(A). По- 


*) Ср. гл. 4, $ 1 (теорема 4.1). 
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строим последовательность 
в, = An (Ag? — A”) f= f— AnAY. 
В силу того, что Ang—>Ag для в=А-е=Р(А), получаем |й#„|-—0 
при п—>со 
Для любого feR(A) имеем 
м [tal Se] tn | 0, 


что и доказывает сходимость A, -А-' на R(A). Отсюда no Teo- 
реме Банаха — Штейнгауза {Ая} сходится к А- на R В (А) и 
ПАС. 

2. Примеры. 

Пример 1. Рассмотрим задачу 


ие. — ии Е (6,5), X = (ха, Хо, Хз), 


ди 


S| =0, #0 >%>6, (2.1) 


{=0 


и [+5 =0, 


oo 
и|г=0, либо м [#2 4х < со, 


и будем изучать поведение решения при =—0. (К этому случаю 
сводится задача об асимптотическом поведении решения уравне- 
ния Клейна—Гордона—Фока при t>oco.) В уравнении (2.1) для 
этого надо сделать замену т=Ие и положить F(x, Ь =) =Е(х, t/e). 

а) Чтобы понять, как может вести себя решение уравнения 
(2.1) при =—0, рассмотрим частный случай обыкновенного AED De: 
ренциального уравнения 


ри () 


< начальными условиями 
u| t~o=O, u’ | tmo=0. 


Если F(t) — непрерывно дифференцируемая функция, то ре- 
шение Е. может быть те в виде 


шо ты 1 F(t) ат = = ео) 


т dt; 


=F ()— Ро [м (x) cos 


следовательно, если F(0)=0, Е’=Г., то сходимость u.(t)—F (t) 
при =—0 будет сильная в L,; если же F(0) #0, то сходимость будет 
слабая. 
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oh ARR лат: 2g TA Ee STIFF 


6) Обратимся теперь к общему уравнению (2.1). Рассмотрим 
его в пространстве Г, функций от x (либо в области, ограничен- 
ной Г (ебли и|т=0), либо (если |lull?= Уирах< со ) во всем про- 
странстве R’). 

Пусть Lu=F (x, t). Умножим (2. 1) скалярно на ди/0 Имеем 


‘ 


e 8 
2 4 


“+f Syrup +42 foul = (260, %). 


Проинтегрировав по $, в силу условий 


д 
| ==0, [Уи ,=0 
0 


и |, -9= 9 Ot | 


получим равенство 


= а L wap + foul) —( (F924) dt 


Проинтегрируем его no фот 0 до 1: 
i zt 


a Sle Sel ate + + [firerars поме = (Ее) 


0 о 
Е ди A i du 1 
<|/—9(Fw.9, 2) ae <V firwora iF@opae У (48 22) 
0 Q 0 
следовательно, 
ne L 1 т К 
ee e (i ди Р.С 
ЩИ dé . 2 
a mak < 12,01 dt, 
о 0 
а значит, S| a существует, если только существует 


1 
ИР a Pad. 
0 
Пусть Ff принадлежит банахову пространству № с нормой 


[ F(x, ow =V нива [+1 P) de. 


Тогда, интегрируя м F (x, 0, 5) at по частям, получим 
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из (2.1) 


> | Pat ra (Saver dt + Пива = 


ot 


= (Ft, 5, ди [в (SE, u)dt< 


о 


</ || F(x, sear V fiorars V {heya [HV Sire 
rupee ibaa) (een Iie 


Следовательно, оператор Le, действующий из № в гильбертово 
пространство Г. функций от x, Ё с нормой 


И ара 


равномерно ограничен при =—0: 
[| =F lw. | (2.3) , 


eo 


Отсюда 


Предельный оператор имеет вид 
Dy = — Av + с? (x) u = F (x, 2). | 


По теореме 2.2 и. сильно сходится K 0, если правая часть | 
F(x, # принадлежит R(L°). Область R(L°) состоит из дважды |! 
дифференцируемых по { функций, обращающихся в нуль при #=0 ‚ 
вместе со сваими первыми производными. Замыкание Ю([°) в про- - 
странстве W сохраняет одно начальное условие F (x, 0) =0. | 

Таким образом, в случае уравнения (2.1), как и в примере а), 


если правая часть принадлежит R(L*) и обращается в нуль при. 


t=0, то шо сходится к нулю. Это можно доказать ив | 


случае, когда правая часть зависит от = и сильно сходится в Ик 
некоторой функции F, при e—0. 

Предположим теперь, что F(x, Е, но F(x, 0) ==0. Докажем, 
что в этом случае для любой функции g(t) на [0, 1] с интегрируе- 
мым квадратом 


{I (we — р аё-0, 


9 
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т. е. осуществляется смешанная сходимость — слабая по ¢ и силь- 
вая по x. : | 

Для доказательства умножим (2.1) на дважды дифференцируе- 
мую функцию g(t), обращающуюся в нуль на концах отрезка 
[0, 1] вместе со своей производной, и проинтегрируем по ЕЁ 


1 1 t 
au ,, > 
fore, dt =e | (2) aa dt+L°\ офи = 
о о 5 о 


=e | g’ (t)udt+L° \ p(ijudt. (2.4) 


Поскольку в силу (2.3) 


(er и 


о 


= 


= в Sw ora ш. < 


== fo tratttb—o, +0, 


а оператор {L°}-' существует и ограничен (как обратный к эллип- 
тическому оператору L°; см. предыдущий пример), то из (2.4) вы- 
текает равенство | 


( Ф (В) uedt — {19} 1 5 (HF (x, )dt=— e {Ly}? fo" (2} ига. 


Отсюда в силу равенств 
1 i 1 
{уф OW) F(x, )dt—= fo Wy F(x, 0 = {о (at 
0 a о 


имеем 
1 


} @ (8 [ue — 91 ai|-~0 при e—>0. 


о 


Поскольку множество {|и.—0|} ограничено в ly, то это соот- 
ношение будет выполнено по замыканию для всех p(t) с инте- 
грируемым квадратом. | 

3. Теорема Реллиха. Сейчас мы укажем одно применение тео- 
ремы 2.2 к спектральной теории самосопряженных операторов, а 
именно получим из нее с помощью элементарных рассуждений 
следующую теорему Реллиха [68, 35, 70]. 

Теорема 2.3 (Реллиха). Пусть {A,} — последовательность 
самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве Н, схо- 
Oawaaca к самосопряженному оператору А (в том смысле, что А 


есть замыкание оператора limA,). Если {Е®}, {E,} — спектраль- 
n—-cc 
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ные семейства, отвечающие А„, A соответственно, то {E;} сильно | 
сходятся при noo к Е, в каждой точке А, не принадлежащей то- 
чечному спектру оператора А. 

Доказательство элементарно, если последовательность {Ay} : 
равномерно ограничена по норме. Действительно, в этом случае 
можно, не ограничивая общности, счнтать, что ||А.|=<1. Для лю- 
бого многочлена P(t) имеем Р(А,)—Р(А). С помощью теоремы 
Вейерштрасса это переносится на любые функции, непрерывные 
на отрезке [—1, 1]. Возьмем, в частности, функцию 


_ Г #>0, 
9-е 1<0. 


Соответствующей функцией от оператора А будет Е, А. 
Таким образом, получаем ЕД, —=Е.А. Отсюда следует, что 


EMA E,A. (2.5) 
Действительно, для любого f=H имеем 


PEO Af — Е.А Е (А — An) || Eo? Anf — Е. АЙ = 

= (А Ш— An) f| + | EC” А — EgAf|—> 0. 
Если нуль He есть собственное значение оператора A, то R(A) 
всюду плотно в Н и на Ю(А) определен обратный оператор А“! 


(вообще говоря, неограниченный). Для всякого [еА(А) в силу! 
(2.5) имеем 


ED = EO AA = Е. 
Множество R(A) всюду плотно в H, поэтому 


| Е Еф WieH,. 
т. е. Ef? +E. 

Если теперь ^ — произвольная точка, не являющаяся COOcTBeH- | 
ным значением оператора A, то достаточно те же рассуждения | 
применить к оператору (A—A); получим Е® — Е». Таким образом, | 


для равномерно ограниченной последовательности {A,} теорема | 
доказана. 


Рассмотрим общий случай. Из условия 
A,—A на D 


следует, что 
А,-=->А- на D. 


Операторы [A,+i] существуют и равномерно ограничены (норма! 

каждого из них не презосходит 1); в силу теоремы 2.2 
[А.--й--[Ачй-*, 
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Аналогично, (А„—й) -*-(А—1) -1 и, следовательно, 
1 1 2A, 2A 
ВИ = г 
АЕ A,—i АЗ +1 А?--1 


Проекционные операторы Е», ES, отвечающие операторам A,, А, 
совпадают с соответствующими операторами, отвечающими 
A/(A2-+1), поэтому общий случай теоремы Реллиха сводится с по- 
мощью теорем $ 2 к уже рассмотренному частному случаю ограни- 
ченной последовательности операторов. 

4. Критерий дискретности спектра уравнения с операторными 
коэффициентами. Рассмотрим оператор 


L=—4 + Q(x), 


действующий в пространстве H, функций, определенных на К, co 
значениями в гильбертовом пространстве Н. Норму в A, опреде- 
лим формулой 


ин. = (1 сай". 


\~oo 


Предположим, что почти для всех x самосопряженный опера- 
тор Q(x) имеет чисто дискретный спектр и положительно опре- 
делен. 

Пусть Я — линейное подпространство в Ay, функций, удовлет- 
воряющих неравенству 


] я |! Ур, 


Toe © — любое ограниченное измеримое множество, в = § dx, 
2 


Определим на ¥ функционал 


© (о) = inf (д. 
vet) Пу 


Теорема 2.4. Слектр оператора L дискретный тогда и толь- 
ко тогда, когда 


inf {2 Ч) ay 5 со 
yer (и, у) 
х+8 
при |х|-—со для любой ограниченной области ©, где x,+Q= 
= {Xi х=ж-х’, x’SQ}. 
В дальнейшем слабую сходимость последовательности г, в Н 
или Н, обозначим 21 FZ, ИЛИ Zn р» 2. 
Для доказательства теоремы воспользуемся следующими лем- 
мами. 
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Лемма 2.1. Если А- такой вполне непрерывный оператор, 
что A-* существует и D(A) плотна в Н, то для любой последо- 
вательности {yn}CD(A") и т30 последовательность Om= 
=BmllYmli, где В ==тах{|А-у»„|, a}, сходится к нулю для любого 
a>0. 

Доказательство. Пусть g=D((A-')*); тогда 


(2, Ви Аут) == fim ((A)* &, Ym) < = ((A™)Y* g, у). 


Отсюда последовательность В»А-'у„—0 при m—-oo в силу того, что 
D(A-') плотна в H. 
Так как А вполне непрерывен, то 


Om=Prmll |= АВ „Аут | = А | Il BmA-*Ym||—-oo 


при 71—0°. 

Лемма 2.2 (критерий вполне непрерывности). Ограниченный 
обратимый оператор A, для которого Р(А-') плотна в Н, вполне 
непрерывен тогда и только тогда, когда для любой последователь- 
ности {у„}<Р(А-') такой, что |у„|=1 и Ym, последователь- 
ность |Ау„|-=ос при m—>co. 

Доказательство. Необходимость следует из леммы 2.1. 
Докажем достаточность. Для аа т, такой, что 
А | — 
т > 
а поскольку очевидно, что Ау, Ау, | F 0, то по условию 
это неравенство невозможно при т» oo; значит, |Ау„|->0. Пусть 
дана последовательность f,E=H, |{.|=1 и /[ь 3 0. Возьмем такие 
у„ЕД(А-'), что |у„—||=<е„-0 при по. Имеем ||АЁ.|=—< 
= М (Е) Ау 0, при П—со, а значит, А вполне непре- 
рывен. 

Доказательство теоремы 2.4. Необходимость. 
Предположим, что Г (а значит, и VL) имеет дискретный спектр, 
т. е. (УЁ)- вполне непрерывен в Н,. Пусть последовательность 
{и} СЯ такова, что 
(Ye, Чу») 


2, (у, Ye) 


| Aym,| > в, выполняется неравенство | A+ =, 


ах — Фь (в) | <, где Фьль 9, | xe] 00, (2.6) 


ыы (у, CSD ax. 


Пусть y=C* — финитная функция с носителем в Q такая, что 

|Ф (<) | <1. Введем обозначения с! (<) = тах | ф(х) |, с» (©) = q? (x) ах, 
x 

Q(X) =p (xX+%). Так как [ж|-=о9 при Е—со, TO 


Фейх 
= ит 0. В силу критерия вполне непрерывности необ- 
КУЕ NH, 
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ПАНА 
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A DR Ra BSE SST a LOSE | EAT ET EGS EE TE 


ходимо, чтобы УГ, |н,->оо, т. e. 


Xe == 1 (фьу»)' (в, + | Фе Ye, Que) =) | yee [22 > ос. (2.7) 
9» 


Так как фые=9`, то 
| (pege)' в, == \ | Pe (x) Ye (х) dx <2 § {(e)? | yal? + vel ye PR} ах < 
Rp Q 
< с» (в) { [шьРах. (2.8) 
Qp 


Оценим снизу | yQellz,. Применяя теорему о среднем, для любо- 
го хе, получим 


[ue (=) br — | bye Blea | со — РГ 
Qe 


= 2 (Gi, ue) Е < + twine: | Ре | [в ae, 
* А Qe 9» 
Отсюда, раскрывая модуль, получим ra Jy PaeE<|uP< 
2p 


x] 

<= | [ye Р4Е. Следовательно, умножая это неравенство на 
Qe 

9% (x) и интегрируя ero, получим 


Пон Pax > Sab дах. | РЕ с (0) | | ve Pa. 
Qk Ges : Q, - Qz Qe 


Отсюда и из (2.8) следует | (@eye)’ fh, [фыь [ЕЕ <cs(@)/c2(@). От- 


сюда же следует, что |] yx (Хх) а a | Deve в. Поэтому из 


{2.7) следует, что 


\ ФЕ (Ye, Чу») || Ye? ах-— со при k—> оо, 
Qe 


а поскольку |Ф»(х) | <1, первый, a следовательно, и второй члены 
левой части неравенства (2.6) стремятся к co. Необходимость до- 
казана. 


Достаточность. Пусть ®,(w)—>oo при всех 0<®<1. Нам 
нужно показать, что для любой последовательности у.еР(УГ) та- 
кой, что у 0, |у.|н.=1, выполняется |УЁу„|н,—0° (тогда в 
силу приведенного критерия оператор (УГ.)-: будет вполне непре- 
рывным, а следовательно, VL (а значит, и L) имеет дискретный 
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спектр). `Предположим противное: пусть существует такая после- 
довательность указанного вида, что 


LV Zonlis. ей, + { (Yn, ин) ах с < о, (2.9) 


а следовательно, I Ga, Qyn)dx<c u | Yn [#, <c. Из последнего нера- 
венства в силу теоремы вложения следует |ly,(x) Il?<c. Выберем из 
У. слабо сходящуюся подпоследовательность Ут ye Ay. П>- 
скольку Yn,7 0, TO у=0. Пусть P(§) — функция, равная 1 при O< 


<= хи 0 вне этого интервала. Для любой feH, (поскольку 
[РеНьа Yn; 0) имеем 


(F, Yn; (*) — Yn; =! ина) = (FP, и) аё-=0. = (2.10) 


Выберем из Yn;{0) слабо сходящуюся  подпоследовательность 
Yn, (0) й. Из (2.10) следует, что и Yn;, (4) й; следовательно, 
так как Yn;, Hi 0, то h=0. Пусть 0<e<1/(72c). По условию най- 
дется А такое, что Ф,(=)>1 при Е>№. Положим N=R,e, 
т== Ni, m= У Qym. Поскольку (УО)-! вполне непрерывен почти 
для всех x, то в силу леммы 2.1 |и„|?= 02,87, где 0% —0 почти 
для всех x, Очевидно, Om измерима на интервале A=(—N, N) и 


на этом интервале Om стремится к нулю по мере. Значит, для про- 
извольных 6>0, 10 можно указать р=р (п, 6) такое, что для 
каждого m>p найдется множество Р„с-А, удовлетворяющее усло- 


о=Рах<6{ шах (ии, дах 
Рт у Fin * .- 
=8{ (lfm? + a) dx < бе - ба шез Fy <6 (с + 2a). 


Fm 


С другой стороны, ) [у ах< с mes(A\ Fm) < ст. Таким обра- 


ANF 
30M, |] [ ym? dx < —— при m>p, если "<—>, б< (Вс 16оМ) -1. 
\ Мм 
Рассмотрим теперь { [ув ах. Если на ©, при |Ё|>№ и о=е 
\х1 > м 


функция у„=9`, то, используя теорему о среднем, для некоторой 
точки Xm GQ, получим 


[ (Ym, Чит) ах = | Ym (Xin) P =_ 
9 


2, Ym» Ym) 


>|] ym (Xem) |? De (6) > | ум (Lem) | 
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если же Ym не принадлежит F, то найдется такая точка Xm, что 
, 1 ’ 
[ Yo (xem) P= — | Ты dx < 16е [ yf ae. 
Qe 


Ге 
Отсюда следует, что всегда найдется точка Xem ЕО, такая, зто 


[у (hm) P< 16 ( {19 + Gms Фин} ах. 
Qe, 


Вместе с тем для любой точки хе, 

x 

и (ут, Ym) aE | = 
0 


“em 


Sf (hyn + ym?) 9х < | (и + (Ys Фу) 4х. (2.11) 
Q, Qe 


[аж IP — Ту бы |= 2 


Отсюда © 
§ ym (x) dx < J ym (bm) Pax + § Фил (x)[P— Ду (бы) P) ах < 
Qp } | 8» [573 
< 17е | уж + Yo Чу») ах. 
Rp 
Таким образом, получаем 
{ym р dx < 1706 = 1/4. 
a м 
Следовательно, при т>р имеем 
Нун, 3 1/2, 

что противоречит условию |у»„|н‚=1. Теорема доказана. 

Замечание. Если заменить константу 1/(16 в?) на с(®о) = 


<1/(16 w*) такую, что с(®)-=со при «—0, то теорема 2.4 остается 
в силе. 


$ 3. Ряды теории возмущений для обратного оператора 


Теорема 2.5. Пусть линейные операторы А, В, дгйствующие 
из банахова пространства В, в банахово пространство В., удовлет- 
воряют следующим условиям: 

1) замыкание A+eB существует; 

2) область Р(А- В) плотна в В,; 


3) А=Ит (A + eB); 
=—0 
4) оператор [А--=В]- равномерно ограничен при =—0; 
5} существуют элементы 
А-'(ВА-)* k=1,2,...,n, Е В.. (3.1) 
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Тогда 
НА =ВГ f— А У (—1)*e* (BA) = Oe"). 


Доказательство. Somers вначале, что поскольку 2 
элементов вида (3.1) существуют, то (n—1) первых о при- 


надлежат D(A) и D(B), а следовательно, и Д(А+еВ)< 
<D(A+eB). 
Докажем тождество 
tl 
(At eBy {= А-Ь У (—e) (BAS 7 + (AF eB (—2)" (BAYS. 
k=0 


Действительно, подействовав на обе его части оператором A+eB 
(это возможно в силу сделанного выше замечания), получим 


f= > et e)* (ВА + eBA} > (= ey (BA) } es. e)" (ВАР, 
2—0 


Поскольку оператор (А+=В)-! существует и ограничен, то тем са- 
мым тождество доказано. 
Имеем 


(А-невулр— д У (Пе (BAY! Г = 


k=0 


=e" {(A + eB)? — A} (BA)’ ff. 
По предположению A-'(BA-')"f существует, т. е. 
(BA-")"feeR(A). 
Следовательно, B силу теоремы 3.2. 
{ГА eB]? — A+} (ВА)" |0 


при =г—0. 
Теорема доказана. 
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ГЛАВА 3 


ВОЗМУЩЕНИЯ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛУГРУПП 
ОПЕРАТОРОВ И ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 


`$ 1. Введение 


В этой главе мы будем рассматривать однопараметрические по- 
лугруппы операторов 7;, O</<oo, определенные в некотором ба- 
наховом пространстве В и удовлетворяющие следующим условиям: 

1) ограниченность: 

ИТ —<А, Oxt<s 


(постоянная А зависит, вообще говоря, от 5); 
2) сильная непрерывность, т. е. 


IT:+ef—T.fll>0, feB, при =—0 


при всех 2, включая #0. 
При этих условиях предел 


A=lim —(Te— 1) 


(здесь Г/— единичный оператор, а предел понимается в смысле 
сильной сходимости операторов) существует и представляет собой 
замкнутый оператор, имеющий всюду плотную в В область опре- 
деления *). Он называется производящим оператором полугруп- 
ПЫ T:. 

Нас будет интересовать связь между сходимостью производя- 
щих операторов и сходимостью отвечающих этим операторам по- 
лугрупп. Для того чтобы сама постановка такого вопроса имела 
определенный смысл, нужно предварительно установить, что по- 
лугруппа 7; однозначно восстанавливается по своему производя- 
щему оператору А. Если оператор А ограничен, то это непосред- 
ственно ясно, ибо тогда 


Я Ап 
T= У, и ее, (1.1) 
n=0 


причем ряд сходится при всех #. Если же оператор A неограничен, 
то ряд (1.1) непосредственного смысла не имеет; тем не менее по- 


*) См., например, [35, 46]. 
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лугруппа Т., ограниченная и сильно непрерывная, восстанавлива- 
ется по А однозначно. Существует несколько явных формул, вы- 
ражающих Т, через А. Например, 


T; = (1-14), 


R->0o 


или T;=lime*”, где A, ограничены, коммутируют между собой и 


п—>> 


lim A, = А. 
П—оо 


Сводка такого рода формул имеется, например; в книге Э. Хил- 
ле иР. Филлипса [46, 13]. Обобщение этих формул дано в $ 4. 

Полутруппы операторов, действующих в банаховом простран- 
стве, тесно связаны с дифференциальными уравнениями с опера- 
торными коэффициентами. Если А — производящий оператор огра- 
ниченной сильной непрерывной полугруппы 7, и реД(А), то функ- 
ция } (1) ={Тф со значениями в В удовлетворяет дифференциально- 
му уравнению ° 

df/dt=Af 

в том смысле, что 


Il (f(¢+e)—f(t))/e—Af(t)|+0 при e—0. 
Мы рассмотрим более общее уравнение вида 
du(t)/di—A(t)u(i)=F(t), 0<t<a, _ (1.2) 


где u(t) — элемент комплексного банахова пространства В, зави- 
сящий от действительного параметра & F(t) — заданный элемент 
из В, A(t) —заданный, вообще говоря, неограниченный, ` завися- 
щий от 2, линейный оператор в В. 


Если оператор_А (4) не зависит.от t, а F==0, то решение уравне- 


ния (4.2) формально дается формулой е^‘и(0), где и(0) В. Стро- 
гое определение и свойство такой экспоненты дается в теории полу- 
групп. В теории полугрупп найдены необходимые и достаточные 
условия, которые нужно наложить на инфинитезимальный опера- 
тор А с всюду плотной областью определения, чтобы полугруппа 
Т.=2^ была сильно непрерывна. Нужно, чтобы существовали та- 
кие вещественные числа w в М, что все ^> принадлежат резоль- 
вентному множеству оператора Аи 


| (A—A) "|< M(A—o)", n==1, 2, ... (1.3) 


(cm. [13], теорема Хилле — Филлипса — Иосиды). 

Мы обобщим это условие (как достаточное, но не необходимое!) 
на случай, когда оператор А зависит от ft. 

В дальнейшем нам понадобится менее общее необходимое усло- 
вие: если полугруппа Т.—е*^' ограничена единицей, то при всех 
&>0 оператор (1—#А)-! определен всюду в В и ограничен еди- 
ницей. 
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Е A 


аазт = 


$ 2. Основная оценка решений эволюционного уравнения 


Введем следующее определение. Будем говорить, что оператор 
A(t) в В обладает свойством Р, если выполнены следующие 
условия: 

1) оператор А замкнут и имеет плотную область определения 
D{(A(t)) cB; | 

2) существует такое w, что все A> принадлежат резольвент- 
ному множеству оператора А (1); 

3) функция [A(t)—A]-*h (A>, A&B) интегрируема по Бох- 
неру; 

4) существует такое М>>0, что для любого разбиения st, > 
SiS... Shao 


ПА) —A]-*[A (2) A] +... [A (tn) — “tla <M (A—00)*. 


Лемма 3.1. Пусть A(t) обладает свойством Р. Пусть u(t) — 
некоторая непрерывная функция параметра Ё со значениями в 
D(A(t)) CB и такая, что функции du/dt и F(t)=du/dt—A(t)u ин- 
тегрируемы по Бохнеру. Тогда 


оао < Меди Oly + §1F Olea o>, (2.1) 


Следствие 1. В предположениях леммы решение u(t) ypae- 
нения (1.2) однозначно определяется начальным значением и(0) 
и правой частью F(t). 

В случае F(t) =0 и M=1 лемма 3.1 является следствием тео- 
ремы Като [59]. Метод, излагаемый ниже, отличается от метода 
Като и примыкает к методам Иосиды [35]. 

Доказательство леммы 3.1. Введем следующие обозна- 
чения. Обозначим через С(В) пространство непрерывных функций 
на [0, $] со значениями в В; норму введем следующим образом: 


| ф (0 Св) = bane! Ф (t) le» Ge С (В). 


L,(B) — банахово пространство абсолютно интегрируемых (ин- 
тегрируемых по Бохнеру) функций со значениями в В; норму 
определим следующим образом: 


|= =SiFObae, (OSL). 


Через 2,ФВ обозначим банахово пространство пар функций 
{g, f(t)}, где g=B, [==Г.(В), с нормой 


На, FOV Leos =lele + ПОЛЬ а 


Обозначим через Г оператор, который переводит элемент из 
C(t, В) в элемент из Г.ФВ (будем обозначать это действие сле- 
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дующим образом: [е=С(В)-Г.(В)ФВ). При этом, если u(the 
ер (1) <<С(В), то Lu = {u(0, —А0 и . Таким образом, об- 


ласть определения оператора L есть пересечение областей опреде- 
ления операторов 


didt=C(B)->L,(B), A(t)=C(B)—>L,(B). 
Введем операторы | 
15 (1) = (1—6А(1))-*, Bo(t) =А(ЮЬ. 
Оператор [5 (#) ограничен. Действительно, . 
в=[у—49] 5%, 
а так как ||[A—A (7) ]- |< М/(А—®), то 
< Mor = wo)" 
Положим раз и навсегда 6=1/(2%), тогда |1: (1) |< 2M. Onepa- 
тор В. (Р) также ограничен, так как 


Вь (д = АО =А a= 


i oe «4 
Бо eae аи. 
В» (В Ii < (2мМ+1) /6. 

Из теоремы 2.2 следует, что 14(Й—1 при 5—0 на D(A(t)) cB; 
значит, В, (РА (1) на D(A(t)) CB. Обозначим, далее, через L,(t): 
.. С(В)—Г.ФВ. оператор, действующий следующим образом па 
“дер (ес) ({:с®-ь (8)) : Ls (u(t) = 

о = ae 
= {#(0), F— Bou}. 


Докажем, что Ly>L в смысле нормы L,GB на D(L)CC(B). По 
определению имеем 


1. (ди = { u(0), = — Bs (t) ut ; 


Следовательно, 


(2.2) 
Liu) = {4(), Аи} : 


Вычтем одно равенство из другого и возьмем нормы 
$ 
| Lou — Рав (0, Вы — Au} ов == § 110) — А (буша. 
0 
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Докажем, что этот интеграл стремится к 0 при 6—0. Выраже- 
ние, стоящее под интегралом, как доказывалось выше, стремится к 
0 при 8—0. Остается доказать (см. $ 1 гл. 2), что это выра- 
жение ограничено интегрируемой функцией Но A(t)—B,(t)= 
—[1—/1.(#)1А(#), и так как || <2М, то [1—1 (1) |<2М +1; сле- 
довательно, 


W{1—Jo(2) JA (2) a(t) < (2M + 1) 1A Фа 1. 


Поскольку u(t) = D(L)CD(A(t)), roe A(t) e=C(B)—L,(B), то 
A(t) u(t) ls интегрируема. По теореме Осгуда можем утверждать, 


что 
5 


\ (2 — Ве (91и (05 4Е—0 при 6—0. 
Итак, LoL в [ФВ на D(L)CC(B). 


Докажем, что операторы 25‘ =[.ФВ->С(В) ограничены в сово- 
купности, т. е. 


a. (шо (Кв с {1400 [s+ \ ([F(l,4¢, (2.3) 


если [15 = {u(0), F(t)}. Это и будет означать, что | [51| < с. 
Для доказательства (2.3) рассмотрим задачу 


du,(t) /dt—B, (t) И (1) =F(t), из (0) =H). (2.4) 
Сделаем замену и, = e~/5y, Задача (2.4) перепишется в виде 
do 1. 


Po Boo Ее", 


a 0 | ===. 
Учитывая, что Bs (2) + 5=$ Тв (0, имеем 
dv 1 
—— — —I15(t)u= F (ft) et/6 5 
Ge loo Ее, (2.5) 
| rmo== Uo. 


Докажем, что решение этого уравнения можно записать в виде 
ряда 


a 


t 


a th п— 
= Ут | Is (4 { To (ь) а... | I6(tn) Up dtn + 
n=0 5 0 ° 
со I t t ty ‘na 
+34 (ee dt | Is дав | ав... | Ty (tn) F(t) dtn. (2.6) 
n=0 a t Tt т 


ЧТ 


Нетрудно убедиться, что формальная подстановка (2.6) в (2.5) $ 
действительно обращает уравнение (2.5) в тождество. 

Остается доказать, что ряд (2.6) и ряд из производных от его | 
членов по ¢ сходятся. В силу условия 4) 


tna 


бов mandy. К itt F(a = 
т ил т 7] 


М (¢—1)" | 
aera (®[ь. (2.7). 
Аналогично (2.7) имеем 


z a thy 
| § Is (4) dy м sles fata) tata 
0 0 B 


о 


Mi" 
ее о [в- 


= 


Отсюда следует, что ряд (2.6) сходится, причем 
и 


i I5 (tn) аш 


о 


[= # af 


n==0 


: . 
{обла ... 
9 й 


B 
tna 


z t 
+ (ev de {lo(iddt ... {10 (tn) F(t) dte 


|= 
В $ 


t 7 © 5 
Мады У ааа tM [ак asa 


пт пы: __ &л)п 
fae 6" (1 — бо)" п! | — бе)" п! 


о 


ме оо Oe 
== Меза-65) ив § e wr 08/1 Е (4) 5 dah < 

< Me 50-08) |, [e+ (IF (t) ры ‘ | 

0 1 

Аналогично доказывается сходимость ряда из производ-, 

ных. Таким образом, ряд (2.6) удовлетворяет уравнению (2.5). 


ыы 

Единственность этого решения следует из интегрального урав- |! 
нения 
6: 

# 


* ( t 
v(t) ==uy + [Fer ат + ra (t) v(t) dt, 


соответствующего (2.5), и доказывается методом сжатых отобра- 
жений. 
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Теперь получим требуемую оценку для и. (И. Вспомним, что 
равенство и: (1) = e-*/*u(t) может быть записано в виде 
1 


t t 
jus Oly = 910 (0 Ip < Me Fat a) “Hea ta + ЕС) 


= мет шо [в + SIF ls ay . (2.8) 


Возьмем @;>. Тогда при всех достаточно малых 6 @:>/(1—do). 
Учитывая это, можем записать 


ta Oly Ме + SIF OL de] Meo Hale + FF Olea. 


Выражение в правой части последнего неравенства не зависит OT 
+ поэтому та же оценка будет справедлива и для max [ив (№|»» 
Osa ts 


т. е. 
Papen Тиз (4) |p Mews {ls Ip + И РИ at ; 


итак, | Lo'| < Mes. 
Таким образом, операторы Г., Г. удовлетворяют всем условиям 
теоремы 2.2 об обратных операторах, на основании которой мы 


можем утверждать, что Шт [5' ==171 существует и ограничен той 
$—0 


же величиной. 
Итак, решение задачи 


4 —Афа=РО, 40) =i, 


которая соответствует Lu== {u,, F(t)}, единственно, и имеет место. 


оценка (2.1). 
Лемма доказана. 


$ 3. Теория возмущений эволюционного уравнения 
Пусть А(Р) (0<{Е=4) — семейство операторов из банахова 'про- 


а: В в В’ с общей плотной в В областью ‘определения Ш. 
усть 


[п —=АОГ = УЬ=<а,. (3.0) 


Рассмотрим последовательность таких семейств A,(t), удовле- 
творяющую условию (3.0), что 


№ [An (0) —А(0] g (9 [4-0 при n> оо, - (3.1} 
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на некотором плотном в С(В) множестве D, о ae в] 
Г. (В) функций g(t). | 
Теорема 3.1. Решение u,(t) уравнения 


du,/dt—A, (t)u,(t)=F, (t),. 
удовлетворяющее условию u,(0) =a, где g.—>g в В, 


t 
(Fn —F Oly 4—0, (3.2) 


сходится сильно в В равномерно no t к решению u(t) задачи 
Lu(t)=F(t), u(@0)=g 


(если таковое‘ существует), где Г есть замыкание оператора 
d/dt—A (1), заданного на множестве D,. 

Доказательство. Рассмотрим операторы [и Г из C(B) 
BLOB: 


Lat (= {ue 0), 8 — Ay tO 
u(t) = {u(0), Lu (f}. 


Из условия (3.1) следует, что последовательность {L,} сходит- 
ca к оператору Г. Из леммы 3.1 следует, что [|L;'l| <1, поэтому 
з силу теоремы 2.2 получаем требуемое утверждение. 

Пример (из теории дифференциальных уравнений): Рассмот- 
рим задачу 

i дия (1, x) 


ot 


— n't" Au, (t, x) + c (x, Dun (Ь x) = Fa (Вх), | 
x= (%,...,4n), OXSt<1, 6*(х, th< | | 


в и„(0)=0, 5>0, Fa(x, ИеС(Е,) (c2(x, о. 
‘;функция). Очевидно, что для дважды дифференцируемой по хи | 
один раз дифференцируемой по { функции v(x, #) 
: й | 
{ |2!-8¢" Av (2) |, dt > 0 | 
о 

при n—>0o, | 
Кроме того, оператор п!-‘"А удовлетворяет условию’ (3.0). Bee | 
‘условия теоремы 3.1 выполнены; следовательно, решение u(t, x) | 

сходится в среднем по х и равномерно по # при 011 к функции 


t —¢ (ae: д) dt 
м ет Е (x, т) at, 


0 


где F(x, т) = lim F, (x, т). 
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$ 4. Теория возмущений полугрупп операторов 


1. Основная лемма. Пусть A(t) — одиопараметрическое 
(0=#=$) семейство операторов банахова пространства В с общей 
плотной в В областью определения DCB. Пусть A(t) зависит от 
параметра + непрерывно, т. е. 


lim AQg=Ah)g veSD. 


Пусть, далее, Е(Г) — некоторая интегрируемая по Бохнеру 
нкция со значениями в В. 
Рассмотрим уравнение 


du | 
TT AO=FO. (4.1) 


От решения u(t) потребуем, чтобы это была непрерывная функ- 
ция, удовлетворяющая нулевому начальному условию | 


и(0) ЕВ. (4.2) 


Иначе говоря, мы рассмотрим оператор L из банахова простран- 
ства С(В) непрерывных функций g(t) со значениями в В в бана- 
хово пространство У= ВФ Г. (В): 


Lu() — {4(0), a — Ad ul, LuQev. 


Классическим решением будем называть функцию u(t), при- 
надлежащую пересечению D es ПРО и удовлетворяющую урав- 


нению (4.1) и начальному условию (4.2). Решением будем назы- 
вать функцию u(t), если существует последовательность {u,(t)} 
классических решений уравнений | 


du,/dt—A (би. = РЕ, (К, 
сходящихся в С(В) K u(t), т. е. 


а u(t) — ttn (4) |, > 0; 


соответствующие правые части при этом сходятся в L,(B), Ha- 
Чальные условия сходятся в В: и„(0)—и(0). 

Будем говорить, что оператор A(t) удовлетворяет условию (P), 
если 

1) A(t.) коммутирует с А(,) при всех &, Ь<= (0, $); 

2) оператор (1—А({))-' существует, ограничен единицей и 
определен всюду. 

Если A(t) удовлетворяет условию (P), то будем писать. 
‚ АСР). 
: Известно, что если при этих условиях шеЕД и F(t) =D, то клас- 

сическое решение уравнения (4.1) существует [59]. 
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geB, D— некоторая область, плотная в В, и пусть [| 


flFaO —F Olpat—o, | (4.3) | 


8—8, (4.4) | 
SL — еАз (14g — [1 — 2A ОГ -—0 (4.5) 


при n—->oo для всех g=B и при любом фиксированном г,>8>0.| 
Тогда последовательность решений задачи | 


du, (t)/dt—A, (t)un(t) =F, (1), 
и. (0) =g 
сходится к решению задачи 
du(t)/dt—A (t)u(t) =F (1), 


#(0) == 
равномерно no [, т.е. 


max [и (К) —и (1) |, —0 при п- оо. 
otis 


Доказательство. Из условия следует, что последователь-! 
ность Ine (Ё) == (1—eA, (t))-! сходится в [4 (В) к 1. (Ё) = (1—гА())-*. 


Следовательно, и Bre Anlne = - (1 — Ine) сходится к В.==А[, = 


=— (1 — /.) на всех элементах L, (B) (т. е. сильно в L,(B)). Отсю-| 


`. дав силу вложения С(В)<[.(В) следует, что операторы 14": 


С(В)—У: 

Ги (t) = {и (0), dujdt — Brew} 
сходятся к оператору [,: С(В)—>У: 

L.u(t) = {и (0), du/dt—B,u} 
на множестве дифференцируемых в L,(B) функций из C(B) (т. е| 
непрерывных функций с производной из L,(B)). Это и есть область! 
определения оператора L, в пространстве С(В). По формуле (2.1)? 
имеем 


|. 
| 


абы 


(1), — 
ИР Г] < 
Следовательно, на области значений оператора L,, которая со-! 
впадает с У, в силу теоремы 2.2 имеем i 
(LO y4 > LE) при п-— oo, 


Иначе говоря, для 6>0 найдется такое пь»(2), что при п>Пь» (г), 

р 
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для любого элемента ФЕЙ 
. В —2 -1 . 
max | Le” "9 — Leo, < 8. (4.6) 
o<tes 
Кроме того (см. доказательство леммы 3.1), 


max |Le'p —Lp|,<6 при в = 25. 


Как известно, множество двузначных функций фундаментально 
т. е. их линейная оболочка плотна) в L,(B) (см. гл. 1, $ 1). Пусть 
ф= {7 (0, 8} и пусть f(/) — двузначная функция со значения- 
мивб: 
ЕР при #>Ь. 
Рассмотрим оператор L‘”: С(В)-—1: 
L™u(t) ={и(0), du/dt—A, (р в} <=. 
Обозначим 
арт {g, f(D} — Ш {g, Г} = une — Un. 
Отсюда следует, что и„. и и„ принадлежат D(d/dt)(D(A,(t)). 
Имеем 
L© (une — и) == {0, dune/dt — Ap (№) tine — f — Вне (9) + Bre (t) Une} == 
= {0, [Bre (4)— An (0 Une} == 


t 1 
= р. [Вл (t) — An ()] ) exp | ` Bne (x) 4) Ae) ax} ыы 


t t 
= 0, \ ехр | Bre (х) ax} [Bre (t) — An (2)) f(t) a . 


Поэтому 
Е 


| L™ (Une — и) | = М xdt< 
о 


ехр К Bre (x) < [Bne (В — An (<) 


ыы] 


В 


I (Bre (4) — An (ВТР) | at< 


В В 


< \ (Ве (9 — An (1 F(t) вам, (4.7) 


поскольку в (2.1) в данном случае полагаем М =1, «=0. 


Следовательно, 
5 $ 


( 12° (tne — Un) |, dt < \ dt | | {Bre (t) — An (1 (0) 45 = 


оо 


Sly § dt| [Bre (1) —An(M fh lp + (s— 4) \ [| [Bne (4) — An (ЛЬ pats 


<s И (0 — ПА (Ofils 42+ $ (Мог (9 — П А.Ф ь at. (4.8) 


Рассмотрим отдельно 


= ИИ» — WA OMe dt, FED. 
Имеем | 


J= [Une (9 — ПА, — А + АТА, 4 = 
< И ()— tA, ()— AO Ip dé + QI Une (1) — 1] AW Fly at. | 
Первый член правой части не превосходит 

2 У 1А, (0 — AQ fly at 


и, следовательно, при п>п. может быть сделан меньше 6 (A,(t)—> | 
—A(t)). Следовательно, при п>Пь | 


155+ (М О ПАЯ НЬ ae. 


Оценим второй член. Пусть g(t) — конечнозначная функция, | 
удовлетворяющая HED EPEHE EY 


S19 —A@ rly dt <6, 


и пусть она принимает значение 4» (Е=1, 2, ‚ №): 9(1) =a, при | 
t,<t<t,,,. Возьмем 7,@D так, чтобы |Ir, — 9—5. Положив г, (Ё) == | 
=r, при &=<1=<[.., получим 
ke 
фид — 99 [41= S (и —%) (ten —№) 8-5. 
k= 
Следовательно, 
(15 Q— AMF? <8(1 +5). (4 9 


0 
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Имеем 


185+ [Une 9 — NAW iat < И (11 AF —ro ОИ + 


| Une (9 — ro (dt 8. (4.10) 


+§ 
Заметим, что : 
[Ine (t)—] Iro(t) = {Ine (t)—Ine (В) (L—eAn(t)) }ro(t) = elneAn(t)ro(t). 


Следовательно, |i [Lne(4)—1] s(t) Il <ell|Aa(t)rs(t) |]. Отсюда в силу 
(4:10) имеем 


J<i+2 ПАГ ве {An (0) го (jj dt< 


<6 + 26(1 +5) +ef [и (0 ro (0142. 
Следовательно, при n>75 и 


6 6 


& = 8 — = 


2 (ПА (0 ть (014 VA, 7 lat 
0 о 
имеем /=<46 +285. Отсюда в силу (4.8) следует 
| К JL (Une — Un) || dé < 2s (45 + 265) = 46s (2 +5). 
с 
Поскольку | [1 ]-*| < 1, то при n> ng. e<e5 имеем 
max || Une — Un] == max [0] {199 (une — и,)} < ^^ 
055$ 055$ 
5 
= \ JL (une — иа) | dt < 485 (2 + 5), 
9 : 
т.е. при n> ng и == 85 


_ пах (L274 — [29-9] {FO} | <6 - const. 
Omics 


Следовательно, в силу (4.6) и (4.7) при п>пу и п>пьь(в), где 
f= ПП {2, 25}, имеем 
ML) £9] FO, ah тах [L* — LY FO, Bh + 
+ max [Ley — Led FO, a} + 
+ max ИЗ) — НО, В 8 + const. 
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max 
Osis 


Отсюда следует, что 
lim max|[(L)+ — 179 {fF @, g} [= 0 (4.11) 


для любой двузначной функции | (1) со значениями в О. Поскольку 
D плотно в В, то для любой двузначной функции g(t) со значения- 
мив Ви => 0 найдется такая функция f(t), что 

$ 

(le—fOldt<e. 


0 


Но множество двузначных функций фундаментально в L,(B), 
поэтому и множество двузначных функций со значениями в О фун- 
даментально в L,(B). Соотношение (4.11), очевидно, имеех место 
на линейном многообразии, натянутом на это множество, т. е. на 
некотором множестве, плотном в L(B). Поскольку ||(L°)-*}<1 
для всех п, то по теореме Банаха — Штейнгауза (4.11) выполняет- 
ся для всех Р(И ЕВ). 

Пусть, наконец, {2„, F,(¢)} — последовательность, сходящаяся 
в Ук {g, 2(Ё)}. Имеем 


max | (LY {gn Fr (0} — (ул {as FOV 
<[|FnQ—FO|dt+)g.—g]>0. 


Отсюда и из (4.11) следует окончательно , 
lim max |(L)* {Fn (4), в} — (LY *{FO), &}|==0. 
noo 0551$ у 


2. Обобщение теоремы Хилле. _ 


Теорема 3.2. Пусть T(t) — сильно непрерывная полугруппа, 
удовлетворяющая условию 


IT@ I<, (4.12) 


и А— ее производящий оператор. Пусть, далее, {A,} — последова- 
тельность операторов, сходящихся на общей плотной области опре- 
деления О, причем A=limA,, и тоже удовлетворяющих условию 
(Р) 2). Тогда последовательность (1—A,t/n)-" при nm—-oco сильно 
сходится к T(t) на всем пространстве В. 
Доказательство. Рассмотрим элемент 


и,=(1— Ап)“, ШО, 
и составим дифференциальное уравнение, которому удовлетворяег 
uy. Это будет уравнение в банаховом пространстве В: 
du,, 


= tn)" Ави, =0, Un (0) = Up. (4.13) 
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В силу условия (P) 2) onepaiup (1—A,t/n)-* существует на всем В 
и ограничен единицей, поэтому из теоремы 2.2 следует, что 


(1 Ат). 5 


Значит, для g=D имеем 


Ant L<le- 


р 
+|{( =)" — 1) 4g L< (An — A) gle + 
+= 


Следовательно, (1—А„Ё/п)-'А„-»А. В силу (2.1) [е**' < 1, по- 
этому (см. $ 1) ИГ 6В.]-*| < 1 и, значит, 


[1—6A, (1—A,t/n)—*]-* = [1—6 Biz] <1. 


- 44|, + 


ay th gl, —>0 при noo, 


Таким образом, условия леммы 3.2 для задачи (4.13) выполнены. 
Отсюда следует, что решение u,(t) уравнения (4.13) сходится к 
решению u(t) задачи 

аи 

ao и (0) =u, 

и теорема доказана. 

Заметим, что для случая ограниченных операторов A, теоре- 
ма 3.2 была доказана Хилле [46]. 

3. Сходимость производящих операторов и сходимость полу- 
групп. 

Теорема. 3.3. 1/усть операторы A, сходятся к А на плотной 
области Ш. и. последовательность {(1—вА,)- 1} ограничена едини- 
цей, определена всюду и сходится сильно к (1—=А)-! для любого 
=.>ё>0. Тогда операторы е“"* сходятся сильно к eA". 

Доказательство этого утверждения следует из леммы 3.2, если 
положить A,(t)=A,, A(t) =A, Е (К =0, gi=g. 

Из теоремы 3.3 вытекает следующая 

Теорема 3.4 [29]. Пусть {Т”} (n=1, 2, ...) и {Ти} — силь- 
но непрерывные полугруппы линейных операторов в В с произво- 
дящими операторами A, (n=1,2,...) и А. Если [Т® [ти 
если А есть замыкание оператора 


lim A,(D(limA,) =D(A,)), 


то {Т""} сильно сходится к T; при п-=со равномерно относитель- 
Hoi (01$). 

Действительно, из |7” | <1 нмеем |[1—еА,1-*| 1. Поэтому 
Из теоремы 2.2 следует, что а )-—(1—=А)-* при всех =>0. 
Условия теоремы 3.3 выполнены. Утверждение доказано. 
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Пример. Рассмотрим задачу 
| ИИ 
ар tAu— = + Cu =F (x, У, 


(4.14) 


и |0 = 0, и ее —0, 0=2=1, 


в классе непрерывных функций от # с интегрируемым по х, у квад-. 
ратом (в области, ограниченной Г). Обозначим 


An (0) u= hAu +t зи, 
Аи == — cn + 9%, 
дх 


Операторы (1—4, (#))-‘ ограничены единицей; кроме того, как из- 
вестно, решение задачи 


— ut hedu + 0% — ectu—F (x, y), 
x 
и jr= 0 
при 2-0 сходится к решению задачи 
мо ё 92 в = F (x, у), 
Ox 


(4) у —0. 


Значит, в силу теоремы 3.3 решение уравнения (4.14) сходится } 
равномерно по ¢ и сильно в L, к решению уравнения 
au ди 

ot 

a ss ии =0, и |:=o = 


© 
& 
~ 
See ELF DPE SE PIRES 


ГЛАВА 4 ‹ 
СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ ОПЕРАТОРОВ 


§ 1. Теорема о сходимости гомоморфизмов 
в топологических группах 


Вначале напомним некоторые понятия теории топологических 
групп [33]. мы 

Множество С элементов называется группой, если в нем вве- 
дена операция, ставяшая в соответствие каждой паре элементов 
a, Б=С некоторый элемент C&G, так, что выполнены перечислен- 
ные ниже условия 1), 2), 3), называемые групповыми аксномами. 
Операция эта по большей части называется умножением, и ре- 
зультат ее записывается ab (произведение ab может зависеть OT 
порядка сомножителей: аб, вообще говоря, не равно фа). 

1) Ассоциативность: для любых трех элементов а, b, c]=G вы- 
полнено соотношение (ab)c==a(bc). . 

2) BG имеется левая единица, общая для всех элементов груп- 
пы, т.е. такой элемент е, что еа=а для любого a&G. 

3) Для всякого элемента A&G существует левый обратный эле- 
мент, т. е. такой элемент а-*, что а'а==е. 

Если А и В— два подмножества группы С, то через АВ обо- 
значим подмножество, составленное из всех элементов. вида ху, 
где х=А, y=B. Через А-! обозначим подмножество, составленное 
из всех элементов вида x‘, где хеА. При натуральном т подмно- 
жество А”+ определим индуктивно, считая, что A'=A и A™ t= 
—=А”А. Подмножество A-™ определим, положив А-"== (А-)”. 
Пользуясь установленными обозначениями, можно составить про- 
изведение произвольного числа подмножеств, возведенных в про- 
извольные целые степени. В дальнейшем мы иногда не будем де- 
лать различия между множеством, содержащим один элемент, 
и самим этим элементом, поэтому для нас имеет теперь смысл обо- 
значение Ab, где A&G, b&=G. Отметим, что если А непусто, то 


AG=GA=G, 
Gi=G, 
Ae=eA=A. 


Множество Н элементов некоторой группы С называется nodepyn- 
пой или делителем группы С, если Н есть группа в силу того же 
закона перемножения, который имеет место в С. 
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Отображение g группы С в группу С” называется гомоморфным _ 
отображением или гомоморфизмом, если оно сохраняет операцию ` 


умножения, т. е. если 
&(x-y) =8(х) .8 (у) 
для любых двух элементов x, уеЕС. Множество 5-!(е”) всех эле- 


ментов группы С, отображающихся в единицу e* группы G* при 


гомоморфизме Q, называется ядром гомоморфизма g. 

Множество Ю называется топологическим пространством, если 
каждому множеству М элементов пространства R поставлено в 
соответствие множество М, называемое замыканием множества М, 
так, что выполнены следующие условия: 


1) если М содержит только один элемент а, то А7=М или, что . 


то же, а=а; 


2) если М, М — два множества BR, то М М = МОМ, т. е. замы- 
кание суммы равно сумме замыканий; 


3) М=М, т. е. двукратное применение операции замыкания 
дает тот же результат, что и однократное. 

Множество Г элементов топологического пространства R назы- 
вается замкнутым, если Р=Р. Множество С элементов из R назы- 
вается открытым или областью, если R\G есть замкнутое мно- 
жество. 

Множество С пространства R называется всюду плотным, если 
G=R. 
Система » областей пространства К называется базисом про- 


странства К, если всякая непустая область из R может быть полу-. 


чена как сумма некоторого множества областей, входящих в У. 
Базис & пространства R иначе называется полной системой окрест- 
ностей пространства К, а каждая область системы > = Оврест 
ностью всякой точки, содержащейся в этой области. 

Система У’ окрестностей точки а называется базисом в точке а 
или полной системой окрестностей точки а, если для каждой обла- 
сти С, содержащей точку а, найдется такая окрестность Uc’, что 
UcG. Задание полной системы окрестностей в пространстве R 
дает возможность однозначно определить операцию замыкания в 
этом пространстве. 

Отображение f топологического пространства R на топологиче- 
ское пространство R’ называется гомеоморфным или топологиче- 


ским, если оно 1) взаимно однозначно и 2) сохраняет операцию 


замыкания: [(М) = (М) для всякого MCR. 

Легко видеть, что если отображение } гомеоморфно, то обрат- 
ное ему отображение f-' также гомеоморфно. Два топологических 
пространства А и R’ называются гомеоморфными, если одно из 
них можно гомеоморфно отобразить на другое. 

Отображение g топологического пространства Ю в топологиче- 
ское пространство R’ называется непрерывным, если для всякого 
множества MCR выполнено соотношение 


(Мс g(™). 
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Множество С называется топологической группой, если 

1) С есть группа; 

2) С есть топологическое пространство; 

3) групповые операции в С непрерывны в топологическом про- 
странстве Ч. 

Более полно требование это формулируется так: групповые опе- 
рации в миожестве С непрерывны в С как топологическом прост- 
ранстве. 

а) Если а, b@G, то для любой окрестности W элемента ab 
найдутся такие окрестности И и У элементов а и В, что (Ус. 

6) Если а есть некоторый элемент миожества С, то для любой 
окрестности У элемента a~‘ найдется такая окрестность U элемен- 
та а, что (< У. 

Пусть С — топологическая группа, >” — некоторая полная си- 
стема окрестностей ее единицы е и М — некоторое множество, всю- 
ду плотное в С. Тогда совокупность © всех множеств вида U,, где 
Ue>’, хеМ, есть полная система окрестностей пространства С, а 
система УХ" удовлетворяет следующему условию: 

для всякого множества И системы ХУ” найдется такое множест- 
во И той же системы, что VV'CU. 

Отображение g топологической группы С в топологическую: 
группу С” называется гомоморфным, если 1) g является гомоморф- 
ным отображением алгебраической группы С в алгебраическую 
группу G*; 2) & является непрерывным отображением топологиче- 
ского пространства С в топологическое пространство С”. Гомомор- 
физм & называется мономорфизмом, если он имеет своим ядром 
единицу. 

Последовательность {g,} гомоморфных отображений топологи- 
ческой группы 4, в топологическую группу 26. называется пре- 
дельно непрерывной, если для любой окрестности = единицы е” 
группы 26. найдутся такое число п. и такая окрестность 5 единицы 
е группы 26,, что при п>П,, хе=б 


Ort Ee; 


в частности, если X,->e, TO 
lim &лхе == 2”. 


00 
k-00 


Теорема 4.1. Пусть {g,} — предельно непрерывная последо- 
вательность мономорфных отображений топологической группы FH, 
в топологическую группу №,. Пусть Ю=[Г\8„(,) и для XER суще- 

n 


ствует lim gn'(x*). Тогда существует nodepynna D—FH, и гомоморд- 
ное ‘отображение g подгруппы Б в №,, обладающее свойствами: 


1) lim g (gz! (7) = x", ER; g(x) =lim g, (x), хе; 
П->со noo 


2) если a,256,, xD, Ит a,x; =e, mo lim gn (Qe) 8 (xi) =e. 


2-300 N00 


м 


Доказательство. Обозначим через Т оператор, определен. 
ный на Ru такой, что Гх* = lim 8х’. Оператор T есть гомомор- 
п—с 


физм алгебраической группы Ю. Действительно, 


T (x{x}) = lim вл (x}x}) = (lim вах!) (lim вах!) =TxiT x3, м, ЖЕ Ю, 
iso п>со ` 


в силу непрерывности групповых операций в 26;. Докажем, что й 
ядро гомоморфизма Т состоит из единицы. Действительно, пусть | 
Тх‘=е. Значит, Ншт а (х”) =е. При №>К(6[=]) имеем x=. 
=g,' (х*) =6[=]; при n>N(e, 6[=]) имеем g,(x,) =; значит, при’ 
n>max(K, М) &,.(х,„) ее, т. е. х*==0,(х,)е==. Следовательно, х*==. 
=e", так как = — любая окрестность e. р 
Докажем, что при хер = {хе ,: x = lim gy! (x*), x° ER} 
. . п 
lim Qn (x) =" (x). 
Действительно, поскольку Т ‘хе, to lim gi (ТГ (х)) = x. Следо- | 
n—200 | 
вательно, при &>К(5[=]) | 
ры gp (TO (x)) x4 = get (T(x) [ee (I) = 8], 
и при n>WN(e, 6[=]) имеем g,y,ce.. Значит, при п> тах(К, №) 
Snn =T™ (x) [gy (ху ЕЕ в. 


Следовательно, lim gn (x) = T(x). 
i000 В 

Докажем, что оператор Т-' непрерывен. Пусть #1=1*С-ё. При! 
п> Ме, d,[e.]] имеем в„хеЕё, если xe6,[e,]. Кроме того, при! 
n>N, [21*, [Е], x] 
T™ (x) [ge (Хх) Г" & =". : 
Следовательно, при п_> тах (М, N,) } 
T™ (x) [n (x) Gn (x) = =, Ee. й 

ie 

Значит, при xe8,[e,] имеем T-'(x) Ge. 


Обозначим через g гомоморфизм из D в 62, совпадающий с T-* } 
на О. Докажем, что 


lim g,D = gD. 

no у 

Пусть yED, хе, х ‘уеб. Поскольку | 

5. (ух) =Sa(y)[gn(x) | и glyeI=s ig = (УТ (х) Г, | 
то 

а, (у) Le (у) “==. (их—*) 8, (х) [T* (x) 178 (yx) I. 

Пусть eye, 258 Сеть при п> М[ а, 5[=.11, 6=6[=.| имеем 

5„(ух!) Е !; при n>N,(x,, в) имеем ©,„(х)[Т-*(х)]—‘е=е.; при 
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gcéle2.] имеем &(yx~')Ge.. Следовательно, при n>N[e, 6(e,))}, 
n> Ni (Х, =) и 56[=,1Г\6[2.] получаем 


В» (9) [8 (ГЕ аеЕ* C ees Ce. 
Таким образом, при №>М (=) выполняется включение 
а» (у) [8(и) “ee. 
Докажем 2). Заметим, во-первых, что из условия lim ах; ==е 


Ес 


{>< 
следует, что lim x7'X_ =e. Действительно, пусть 6;'§C 6. При n> 
—POO у 


k—>00 
>N (51), Rik’ > k(6,) имеем а„хьеЕб „ав Хь, ЕЕ 6,. Отсюда (Anx2)™* AnXe ЕЕ 
e& 6, 8,05, т. е. при &,k’>>k (51) хь хе. С: 8; значит, 
lim хахь==е. 


i200 
R00 


Пусть 1D, 0,476, и lim a,x; =e; имеем 
—>00 
1—0 


En (Ae) & (Xm) = Bn (AeXi) [Gn (ж) Г" (x1) & (хр х и). 


При k>K(6, [e.l, e.), i>/(6le,], 2), п>М(6[в.], г.) имеем 
Gn (@ьх) ei; при areas i) имеем 2a(%) (g(x) Fees Orciona 
при п>М == тах[М (6[е,]=.), М, (#22) |, Е>К(6[в,|, 21), т>М(е»} 
получаем 

8n (ae) g (Xm) = 218.183 Ce €,e7" с =. 


Таким образом, №, К, М не зависят друг от друга и зависят лишь 
от =. Значит, 

lim Qn (Ge) & (Xm) =", 

n-00 р 


т-—со 
Е 


и теорема доказана. 


$ 2. Слабо предельная непрерывность 


1. Равномерная ограниченность слабо непрерывной последова- 
тельности операторов. Пусть В, В’— банаховы пространства. Рас- 
смотрим множество замкнутых операторов FJ ={7,}, отображаю- 
щих Вв B’. 

Будем обозначать знаком => слабую сходимость. 

Множество Я называется слабо предельно непрерывным, если 
для любой последовательности ре=В р, =0 и любой последователь- 
ности Г», ЕЕ J имеем Trp fe =>0 в В". 

Лемма 4.1. Если 9 слабо предельно непрерывно на рефлек- 
сивном пространстве В, то оно равномерно ограничено по норме. 

Доказательство. Поскольку операторы 7, заданы на всем 
пространстве В, то каждый из них ограничен (см. гл. 1, $ 1). Допу- 
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стим, что не существует такой константы с, что |Т.|<с Wn. Зна-” 


чит, в Я можно выбрать такую последовательность {7 n}, что 


lim | Tn | = оо. 
Поскольку |Т»|=|Т»|, имеем также 
jim | Ти == оо. 


Введем семейство непрерывных полуаддитивных функционалов 
на В”: 


Fm (9) =] Tr | 
По предположению | 
sup Fim И оо при m— oo, (2.1) 


Если бы ay Fu (Ф) < с Уф, TO по известной теореме [6] 
1=т1<о 


sup Е„(ф) был бы ограничен (для всех т), что противоречит (2.1). 
Следовательно, найдется такое фе В”, что 


Fmt (фо) = | Т/ф | > со при пт о. 


Здесь Ри. — некоторая подпоследовательность последовательности | 


Г». Введем последовательность 
а 


Я т’ 
’ 
фо 


где Sm ЕЕ В, причем | Sm |= Tn Pol, (Em, Tm Po) = | Em [. 
В силу ринок В можно положить ат. = (Ти, ‘у. От: 


- сюда | fm’ |= ТФ“ > 0 при m’—oo. Из сильной: сходимости по- 
следовательности в В следует слабая сходимость к тому же эле- 
менту, поэтому 


[п'=0 при 1’ — со. 
Из слабой предельной непрерывности J следует, что 
(or Ги’) 0 при т’-— со. 
С другой стороны, 
(Фо Тигр») = = 
| IT nr Po 


1 A 
= (Tim'Po, fae) = (Tm Po, че as We a a, Ce 
Too ’* WT nn Po |? 
Полученное противоречие доказывает лемму. 
2. Необходимое и достаточное условие слабо предельной непре- 
рывности последовательности операторов. 
Лемма 4.2. Для слабой предельной непрерывности множества 
У на рефлексивном банаховом` пространстве В необходима и до0- 
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статочна компактность T*= {Tr} на каждом элементе p= В”. 
Если J слабо предельно непрерывно, то из слабой сходимости 
{Trg} следует сильная сходимость этой последовательности. 

Доказательство. Необходимость. Пусть F слабо 
предельно непрерывно. Тогда в силу леммы 4.1 


|TnJ=[Ti)<c vn. 


= s. 
Значит, множество Т„ф(фе В’) ограничено в В. Следовательно 
(см. $ 1 гл. 1), оно слабо компактно. Выберем из этого множества 
слабо сходящуюся подпоследовательность Tr = в. Поскольку 


| (Tr) |=] Т.Ф] < с[Ф|], то множество {(Tn, Ф)"} слабо компактно 


в ВБ. 
Пусть «(Т»-ф)"} — слабо сходящаяся подпоследовательность: 


(Ти) >И. — Из слабой предельной непрерывности FY следует 
(9, Гл” [Тфе —Т»й) —=0 при п”-> co 
и по критерию Коши 


(ф, Tr [ТФ — Ti. (ТГ )—0 при п, > п’ — co, 


Перебрасывая операторы 7,”,7,” на ф, получаем 
г p 


(Tie, Гы") — (Ty, (Tyr PY) > 0, 
или, что TO же самое, 
Тфр—[Туфр +0 
при 1, >n->oo, откуда 


[Tro] —I Tyo] 0 при и > co. (2.2) 


По известной теореме (см. гл. 1, $ 1) из Trp3g и (2.2) сле- 
дует сильная сходимость 


Тьфр—& при n” > со. 


Достаточность. Пусть Я” компактно на каждом элементе 
* 
ф=В’. Предположим, что Я не является слабо предельно не- 


прерывным. Это значит, что существуют такие фе В” и «>0, что 
(Ф, Trzy-fe)| > а, где {k’} — некоторая последовательность индек- 
cos, а {},} — некоторая слабо сходящаяся последовательность. 
* 
Пусть {Tn,,.P} — сильно сходящаяся  подпоследовательность: 
oe s 


TageP—> & при "> oo, {k"} CK {h'}. 
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Тогда 
(Ф, Тль-фе) = (ГльФ, fer) = (Гльф— & fer) + (8, fe) < 


< Tig? — а ПА (в, №). (2.3) | 


Поскольку Trp —>g, то |Т,,ФШ— &|-—0. Нормы |№| ограничены. 


(см. гл. 2, $ 1), поэтому 
| Tre P— gl Ife |->0 при А - оо. 


Имеем {g, [„}} —0 в силу слабой сходимости {fi}. Из (2.3) полу-. 


чаем 
(9, Tyler) — 0 при = oO, 


что противоречит предположеиию. 


$ 3. Теорема о сильной сходимости обратных операторов 
и ее применение 


Из доказанных лемм вытекает следующая 

Теорема 4.2. Пусть {T,} — последовательность замкнутых 
операторов с общей областью определения DCB и областью значе- 
ний R(T,) =B’, где В’ рефлексивно. 

Пусть последовательность {T,g} для g=D слабо сходится к 
элементу Tg. Пусть, далее, T;’ и Tz существуют и последова- 
тельности {Тл'} и {Tx} слабо предельно непрерывны. 

Тогда оператор Т-' существует и ограничен на своей области 
определения R=T(D) и последовательность Ть’ сильно сходится к 
Т-: на В. 

Доказательство. В силу теоремы 4.1 оператор Т-' суще- 
ствует и {Т»} слабо сходится к T-' на А. Поскольку последова- 
тельность {7,3 слабо предельно непрерывна, то из слабой сходи- 
мости {77} в силу леммы 4.2 следует сильная сходимость этой 
последовательности операторов. 

Пример. Рассмотрим уравнение 


Ou, Pu, ) Ou, 522 © 
_ =F 
Lette = — & ( as + rt ae + sin =e (x, у, 2) Ue (х, 4, 2)=F (x, y, 2), 


(3.1) 


ue |p = 0, e>a>), ce W:, 


где Г— выпуклая поверхность. Рассмотрим пространство L,[Q] 
функций в области ©, ограниченной Г. Очевидно, что оператор Ё. 
слабо сходится к оператору 
| д? ct (x, и, 2 
As (x, и, 2) 
922 2 


определенному на ‘функциях, обращающихся в нуль на Г. Пока- 
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[в =— 


2 


| 
: 
| 
| 
| 


жем, что из теоремы 4.2 вытекает, что {и.} сильно сходится к ре- 
шению задачи | 
Г ==Е(х, у, 2), Ш|г==0. 


Заметим прежде всего, что обратный оператор Lz ограничен. 


Действительно, умножим уравнения (3.1) на и. и проинтегрируем 
пох, ¥, 2; ПОЛучим 


Fel (St) + (Se) (аа 
+f sit фо dy de { F(x, у, 2) шах dydz< 


< и \ Fedx dy dz и J зах dy dz. 


|— норма в L.(2)) имеем 


Отсюда в силу с] 


JuP<ce 


д. 
SE «Ев 


Покажем, что’ обратный оператор Lz? слабо предельно непре- 
рывен. Пусть правая часть F,(x, у, 2) уравнения 


Liuen=F, (x, у, 2), и|г=0, 


следовательно, ||и|| = с!ЁЕ] и]. |< 


слабо сходится к нулю. Надо показать, что и., слабо сходится к 
иулю при =—0, n—>-oo. Умножим уравнения (3.1) на гладкую функ- 
цию p(x, у, 2), обращающуюся в нуль на Г, и проинтегрируем по. 
области Q,: у 


—= }} PA Wend2 — hee фо Чел, wen 40 + Е МУ CPtlendQ — 
8; 
в nt С? cos? = QuendQ == № Ен (х, у, 2) фа. 
Q, г 


Имеем 
= aK PAguendQ =e If§ A,QtlendQ—>0 при =—0 


равномерно по п, поскольку {и,„} ограничена по норме. 
Из ограниченности ди../дг в L, следует 


д 
[2соз2 = Pend = — > [Ч ne 2 PCat ax dy de 0 при =—0 


равномерно по п. Отсюда us 
: Pu, с? (x, и, 2) : 
tim [ oC, 4, г) ее — мВ и} de dy d2= 0. | 
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-Следовательно, Be, Bale" Sep om 
lim ten (57 — £2) dx dy dz==0. 
sa. J 


пс 
2—0 
a , 
Сопряженный оператору | А — (x, у, о заданному на 
гладких функциях, обращающихся в нуль на Г, есть, очевидно, са- 
мосопряженный оператор и 9,2), заданный в области 


дг2 
©. Он не имеет нулевого оеаното значения, поэтому область 
значений исходного оператора А всюду плотна. Следовательно, 
сходимость {и,.}—0 осуществляется на всюду плотном множестве, 
поскольку из ограниченности по норме {и„.} следует слабая сходи- 


мость Uns к нулю. Мы доказали, таким образом, что оператор Le | 
слабо предельно непрерывен. Из теоремы следует, что семейство 1 


{Г=*} сильно сходится к Lo’, что и требовалось. 


§ 4. Регуляризация в теории возмущений` 
слабо сходящихся операторов 


Рассмотрим пространство we [p?] нь пространство P 


функций g(x) (xe=R") (p(x) непрерывна) с нормой 


le lwo = ра (x) Per )dx, p(x)> 


Мы будем рассматривать в Lz некоторое семейство линейных 


операторов {L,} с плотной областью определения такое, что Ча - 
существует, его область определения. ‚содержит W, [0*] и ero суже- 
ние как семейство ‘операторов”из Wy ‘{p?] в be равномерно ограни- 


чено. } 


Рассмотрим положительную функцию G(y)=G (==) такую, 


iy G(y)dy=1. Относительно G(y) сделаем дополнительные 


—с 


предположения: 
1) | а: 
* 9) ве [2]; 
3) |&|["*+p?(x—8) |2" 0 (8) |?< с. (х) при Е 


/ 
al? | DN .G (a8) | = Cy ‚при a — oo, 
DNG (&). | 
При р(х) =const условия 3) и4) можно опустить. 
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Рассмотрим в гильбертовом пространстве L,[R*] оператор L.= 
—А-=В. и семейство {f.} era ), сильно сходящееся к fe 
eL[R"l. Обозначим 4 (=) =}... 

Теорема 4.3. Предположим, что 

1) Lz" существует; 

2) А — непрерывно дифференцируемая функция; 

3) операторы AB ele’ и Lz!” как операторы, действующие 
из W> [6?] в Г. [Ю"], ограничены, т. е. | 


| В +, = с Пино, 
АВ" а | < cal g lawton 


Toeda 
| eee een \ а a fe () dé — т < o(x) [6(е) +-e]** 
(6) + =)"® 9 \ [6@) += 


где а==(2-+№М+1п/49)-'(1/9-+ Ир=1), с(%) — Asnpepbianan функ- 
ция. 
Доказательство. Имеем p= УХ [02], 


(9, Г — АД = (Ф, Le'fe— Le' (A + =Ве) АЗ = 
= (154, fe) —(A* (A + ео Ге", В = (Le, fe — ) — 
—e(ABeLe' 9, f)<|Le" ol | fe— f+ el ABS TAF 
Учитывая неравенства = a 7 
4 Le“els< Alls orp ° 


| ABLE ol < с, | lew Го» 
получим 
(9, Le'fe— А <c(S(e) +=) [ум Гр 


Утверждение теоремы будет следовать из следующей леммы. 
Лемма 4.3. Пусть семейство обобщенных функций {f.(x)} яв- 


ляется семейством функционалов на № [p*] и 
(fe(x) — F(x), Ф(®) = el Pl ton *), 


где f(x) — дважды непрерывно дифференцируемая функция. Тогда 


*) То есть ПРИ м 8, поскольку именно так определяется норма 
p _ oo ae 

N 

B Vv; : 
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для любой фиксированной точки х выполняется соотношение 
cade *. Я со ad 
f= sa | e(- 
Доказательство. Сделаем в интеграле 
(YL. „= SoC) 
2 N 
Wp [2] 
замену n= (х— ) /e”: 
х—Е\ р 
lo) 

HIDeACTaBH этот интеграл в виде суммы 1==/, +1. + [.: 


-1/e% 
1 (=, x)= { [72° (n) Роз (к — ne*) da, 


§ ) fe (8) dé + O(c). 


0? (©) 4 


1 с. N 
= [| D*G(n) Р 9 (< — ne) dn. 
Mon Pia S| (n) [P 9? (х — 127) dy 


co й 
1/e® 


ве, = § [DG (mpl? p*@e— п dn, 
hs 


I, (8, x) = .f | D¥G (n) ? 0? (x — ne) dn. 
„Имеем = 


Ia(@*, 2) < max ot @— 8) и |D"G() Pan 
—1/e% Fo Daye 
. < max Px —DIGO Mv 
Ге, x)= §- | DYG(n) |? 0? (x — пе) dn = 
1/2% 
Торе оба 


ealatt) 
1/2% 


DNG (n) ы 


DNG (&) 


dy 


| n baie = 


бо (x) 4 
4 = - г“ \ | т i = С. (х), & = = ПЕ. 


1/e% 


Аналогичное неравенство, очевидно, имеет место и для I, (8%, x) 


Таким образом, 
х— с. _ 63 (®)___ 
Е), <a о 
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Очевидно, что 


ie 


) (x — §)? d& ===) { 6 (1) 41 = Се". — (4.2) 


Пусть НИ: 
ave es FFE) 
= sa J G(AF)ROB м=- ite aoe ea 
Имеем 
| F(x) — | | 6(258)ire—rela + 


+fo(434)11@—-he@ia} < 


<= |M Г G ( <3 («Er +e| 


Е 
||. | | 
Отсюда и из (4.1), (4.2) следует неравенство 
|769 — FE ©) | << cot Fog (x) elteeverven, (4.3) 
Полагая a-'*==2+N+n/q, получаем 


oo 
1 х—Ё 
ПАО — 9 едем, и [6 (2) nO a, 
с 
что и требовалось. 

Полученная` теорема может быть применена к интегро-диффе- 
ренциальным уравнениям с параметром, например, к таким, кото- 
рые встречаются в специальной теории регуляризации некоррект- 
ных задач. Кроме того, при В.—=0 она может быть использована 
для решения некорректных задач 

Ти=р 
> N 
если Г" — ограниченный оператор из р [97] в Lo. 

С помощью леммы 4.3 можно «улучшать» слабую и сильную 
сходимость решений, доказанную в этой главе. В частности, если 
ИАА. ==0«—0 при k—>-oo, fecC’, 

TO 


ofan) 


f(x) — rer Г ве ae )fe (©) de |= 


ЧАСТЬ П 


ТЕОРИЯ ХАРАКТЕРИСТИК В БОЛЬШОМ. 

"И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

В ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


ГЛАВА I! 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 


$ 1. Характеристики уравнений квантовой механики 


‚ Свойства волнового уравнения, соответствие между волновой и 
геометрической © оптикой были положены в основу классификации 
уравнений с частными производными, выделив среди них гинербо- 
лические уравнения. С этой классификацией связаны такие глубо- 
кие понятия, как характеристики и бихарактеристики гиперболи- 
ческого уравнения. Строящиеся формальным образом бихаракте- 
ристики и характеристики. квантовых уравнений, в отличие от 
гиперболических уравнений, не совпадают с траекториями и по- 
верхностями постоянного действия классической механики. Тем не 
менее в квантовой физике именно решения уравнений Гамильтона 
считают бихарактеристиками ‘соответствующего уравнения Шрэ- 
дингера. 

Анализ специфики постановки задач квантовой механики по- 


зволяет обобщить классическое понятие характеристики ‘и с еди- ~~ 


ных позиций рассматривать волновые уравнеиия и уравнения кван- 
товой механики. 


1. Распределение разрывов решений некоторых задач. 

1.1. Задача о распространении разрывов решений гиперболиче- 
ских систем непосредственно приводит к определению характери- 
стик. Пусть u(x, t) — обобщенное разрывное решение, а ф(х, t) — 
такая функция, что u(x, Ё)—ф(х, # — достаточно гладкая. Тогда 

ф(х, t) и будет характеризовать поведение разрыва. 

При достаточно малом Ё задача построения функций ф(х, t) 
может быть сведена к более простой задаче решения уравнения 
характеристик. 

Рассмотрим в качестве примера волновое уравнение 


ид = c* (x, t) Аи, 


(1.1) 
с(х, #520, х=(х,..., №), 
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где u(x, t) удовлетворяет разрывным *) начальным условиям 
u(x, 0) =Ф(%)Ё (<), ш(х, 0) =0, (1.1а) 


ft (x) =f (*) при f(x) >06; f+ (x) =0 при [(х) <0. Функции g(x), 

f(x), с(х, Р) предполагаются достаточно гладкими; кроме того, 

ф(х) — финитная функция с компактным ‘иосителем. 
Характеристическое уравнение для (1.1) имеет вид 


(9$/9)*==с?(х, t) (VS)?. 
Положим S(x, 0) =[(х). Чтобы выделить одну из ветвей решения 
характеристического уравнения, зададим 

OS,/Ot |= == (—1)°с(х,.0) |У$,(х, £) |:—==(— В) "ec (x, 0) | grad f(x) |. 
Двум ветвям решения характеристического уравнения 
9$ /9==(—1)”Н (x, VS,, №, у=1, 2, р 
H(x, р, t)=c(x, 8) р], 
р== (ра, ..., Pn), 


соответствуют решения p’==P*(t, x), х=Х*(Ь ж) (у=1, 2) двух 
систем бихарактеристических уравнений: 


у ити _9H (x”, р», 2) 
а ани, 
. № Vv 
до Se) tat, пм, (1.2) 
др; 
dS. 
BDO, OS Mae wr), v=, 2, 
удовлетворяющие начальным условиям т Зы Minds: Le Tap ee 
ok x (0) = 29, 
р” (0) = Vf (x9), 
Xe Q. 


При достаточно малом f</, кривые Х”(Ё x) при всевозможных 
XQ и при фиксированном у образуют п-параметрическое семей- 
ство, причем 

OX? (t, хо) 


Ox, 


of 


У” (¢, хо) = det >0, 


поскольку Y*(0, x.) =1. Поэтому иеявное уравнение 
X(t, Xo) =X, ХО, 
имеет не более одного решения х==ло (x, #) при всех (<f,. 
Нетрудно видеть, что решение исходной задачи может быть 
представлено в виде полусуммы двух решений u(x, [) = 
*) Здесь рассматривается слабый разрыв, т. е. разрыв производной. 
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eh pt eel 


4 
=> las, t)+u,(x, t)] волнового уравнения, удовлетворяющих 


начальным условиям 
и. (х, 0) == 4, (x, 0) = p(x) [+ (x), 


Su (x, 0) = — 2 (x, 0) = e(x, 0) | grad f(x) | (x) OIF (~)],2 (1.3) 
__[1, §20, 
®-|[о < 0. 


Каждое из решений и., и, как мы сейчас видим, отвечает одной из 
ветвей S,(x, ¢) решения характеристического уравнения. 

При высказанных предположениях имеет место следующее 

Предложение [19]. Решение u,(x, t) (%=1, 2) задачи 
(1.1), (1.3) может быть представлено в виде 

д ху (x, 6] с (х, Zt 
ил (х, $ = ЕВ НИЕ [x¥ (x, 91-- F’(x, 9, v==1,2 
с (ху (x, 2), 0) У У[Ь xf (x, 9] . р 

где Е”(х, t) — непрерывно дифференцируемая функция 

Следствие. Поскольку решение задачи (1.1),. (A. la) пред- 
ставимо в виде 


| ра 
и(х, t) = 2 > He, ), 
v=l 
TO решение, u(x, t) непрерывно дифференцируемо вне суммы двух 
областей 07 =Х*(Ь Q) (v=l, 2). Действительно, если хеЕО-, то 


xy GQ; следовательно, ф(х) =0. 
1.2. Рассмотрим теперь смешанную задачу. Пусть и(х, у, t) 
удовлетворяет aa уравнению а. порядка 


~ 2 
a = ar + a(x, ЕЩЕ НУ дя =0, 


краевым условиям : 
eee 


H разрывным начальным условиям 
п ФОР (x) sin y, и’ [о =0, 


где ф — финитная функция. Если бы коэффициент a(x, у, t) не 3a- 
висел от у, т. е. a(x, у, В =с(х, #), то можно было бы применить 
метод разделения переменных. В этом случае замена us у, ss 
=0(x, t) vee nae ae бык Уран 


| я тан, f)) — e(x, >, 
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характеристики которого удовлетворяют уравнению 


9$ \2__ 4 | as \?2 4 
(47) => a) (1 + 63(x, 9). (1.4) 

i=1 р ve : ? _ 
Но когда a(x, у, t) зависит от у, такой метод, разумеется, неприме- 
ним. Тем не менее и в этом случае, как мы увидим в дальнейшем, 
распространение разрыва решения u(x, у, t) определяется решени- 
ем уравнения (1.4), которое мы будем считать характеристиче- 
ским *). В гл. 4 будет приведена общая формула, определяющая 
распространение разрыва решений широкого класса задач, с по- 
мощью которой решение исходной задачи может быть представле- 
но в виде И й 


им, ди 6, 4,5), 


% 
sin y x 


yet 


— 
Ox 


и. = 2H. (x, P (xz (x, D), D9 (xe (x, 8) 


pe о eee 
ee je 2H  (X (xp, t) P (xp 9, 2) J psn уа (х, У, 0% 
0 5 ee, | 


хе) + F(x, 9,9, 
где 
25 eM (х, 5, 


As (x, р, д = Их (1 + 87 (x, 0) pi, 


` $1 
Х. (хо, t), Ps (x), 6) — решение системы : 
Ж-=дН:/дрь pr=—OH./Ox, i=1,...,0, 
удовлетворяющее начальным условиям 
х(0) =X, р(0) =VF (x), 


хо (х, t) — решение уравнений Х. (хо, t) =x, F(x, у, t) — непрерыв- 
но дифференцируемая функция. 

1.3. Рассмотрим теперь другой пример, в котором разрыв рас- 
пространяется не по характеристикам, понимаемым в обычном 


смысле. 
Пусть u(x, у, 2, t) — решение задачи 


ди ди ди 5 
Praga +2) ->. т вк 
u(x, у, 2, 0) =$(х)0 (уе, 


Pu 
922 dy * 


*) Напомним, что обычно уравненне характеристик определяется лишь чле- 
HOM, содержащим четвертую производную. 


75 


(x) — финитная бесконечно дифференцируемая функция. В этом 
случае, как мы увидим ниже, решение может быть представлено в 
виде 


u(x, у, г, 9—9[=—!— | oy +ax 
| | xexp {— + УЗя (х о у, 2, t), 


re F (x, у, 2, t) — непрерывная функция. 
Здесь разрыв распространяется вдоль поверхностей, определяе- 


мых уравнением 
Е Ин а: 


которое естественно считать в данном случае характеристическим. 
1.4. Аналогичную задачу мы поставим для более общих уравне- 
ний, несколько видоизменив условия на разность u(x, В —ф(х, ¢). 
Потребуем, чтобы некоторое число производных от этой разности 
ВЫ банахову пространству В (не обязательно простран- 
ству С). 
Рассмотрим задачу 


St a(x, 1) +(x, 9-0, (1.5) 
u(x, у, 0) =(х) 5(у— %), uz (x, у, 0) =0, (1.5а) 


где коэффициенты уравнения достаточно гладкие (а*(х, В) +5? (х, 
#) 5-0), а функция ф(х) финитна и имеет компактный носитель Q. 

Требуется найти функции P(x, у, #), для которых разность u(x, 
у, t)— (x, у, t) принадлежит Г.[В?]. Класс ‘функций p(x, у, t) мо- 
жет быть построен с помощью решений уравнения 


os ~ 5 as а р В и 
=, a(S) +2 ,0], 
которое мы и назовем характеристическим. (Ниже будет. дано. об- 


щее определение характеристик.) 
Соответственно имеем систему Гамильтона 


бе, Вы 2 — узи 
= ap H = Yap? + В, 
dS 
S =H — НЫ 


Решения x(t), p(t), S(t) при достаточно малых 1 и при началь- 


ных условиях 

_ (0) -жь р(0)=0, S(0) =0 О 
образуют однопараметрическое семейство. Обозначим; ‘как и 
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прежде, | 
х(В=Х(Ь x), 


p(t)=P(t, №), 
S(t) =$(Ь Xo). 
При достаточно малых #=& имеем | 


> 0; 


решение уравнения Х (1, х) =х, единственно: X,=x,(x, #). Имеет 
место следующее И 

Предложение. Решение u(x, у, t) задачи (1.5), (1.5а) при 
t<t, может быть представлено в виде 


ф (x) as (у — Yo)? . 
2$ (&, Xo) . В Ё 
Vim Gag 9, 


х=%(х, 1), 


u(x, у, = 


где F(x, y, #) =Г.[В*] при любом фиксированном Е=<. 
Следствие. Сужение решения задачи (1.5), (1.5a) на область 
R?\Q,, где 9, =Х(Ь Q) Х (—oo, 00), принадлежит L,[R*\Q,]. 
1.5. Основное уравнение нерелятивистской квантовой механи- 
ки — уравнение Шредингера — имеет вид 


| в. 
—=——— ь t = eee ‚ . 
ih at Qu Ay + oe, ) +, x (x1, ? Xn) (1 6) 
здесь A, и — константы (№ — постоянная Планка, и — масса ча- 


стицы). 
Предположим, что p(x, #) удовлетворяет условию 


p(x, 0) =6 (*—ж). a (1.7) - 


Если v(x, #) ограничена и u(x, t) GC”, то решение (x, ¢) в лю- 
бой момент {>0 является бесконечно дифференцируемой функцией 
в каждой точке x. Однако как само решение p(x, В при фиксиро- 
ванном ?, так и его производные по x не принадлежат L,[R"]. Сле- 
довательно, задача о нахождении функцин (x, #), для которой 
разность (x, #) —4ф(х, ¢) дифференцируема в L,[R"], нетриви- 
альна. 

Мы наложим еще более ограничительные условия на разность 
p(x, #) —фь(х, Е). Забегая вперед, заметим, что нам будет важна за- 
висимость решения уравнения Шредингера от параметра fA, поэто- 
му мы будем считать p функцией не только aT x и &, но иот A: p= 
= p(x, Е, В). Предположим, что решение ф при каждом фиксирован- 
ном { принадлежит пространству Г.:[В”**] функций F (x, В). с нормой 


ыы. (4 ле юра (1.8) 
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Функция | 
F (x, В) — 9(x)exp {-—-F 69} (1.9) 


финитна, если фе=Сь (В"). Однако OF/0x,G4L,[R**"]. 
Решение уравнения (1.6), удовлетворяющее начальному усло- 


BHYO | 
p(x, 0, №) =F (x, №), (1.10) 


при #>0 также не будет дифференцируемо в L,[R™*']. Поэтому 
можно поставить задачу о построении функции p(x, &, A), для ко- 
торой разность p—p, ‘дифференцируемав [.[В”+!]. Уравнением, по- 
зволяющим получить функцию wp, (х, &, A), является уравнением Га- 
мильтона — Якоби 


aS, 1 owe и 
Е а aad + v(x, t) = 0. 


Его характеристиками служат решения системы Гамильтона 
dv «dS р? 


px =p, P=— 3 ap oe (1.11) 


Поставим начальные условия 
х(0) =хь, р(0) =У[(х), S(O) =[(ж). 


Обозначим, как и ранее, 
x(t) =X (t, xo), 


p(t) =P(t, Xo), S(i)=S (t, Xo). 


При {= $ решение уравнения X(t, x) =x для хеЕЗИрр p=Q един- 
ственно и якобиан 
OX; (t, 
Y (t, x,) = det ae 
ee Seale о 9х} 
отличен от нуля. 
Предложение. Решение задачи. (1.6), (1.9), (1.10) может 
быть представлено в виде | 


НИИ 9 lx, (x, ty} i 
ф (x, t, h) 9-7 Wesco { h 5 IZ, = (x, 91} = Ф(х, р, h), (1.12) 


где O (x, t, h), = O(x, ЕВ), MOE принадлежат 14. [В”*Ч. 
= 


Заметим, что оператор умножения на 1/h в Г,[В"+!] неограни- 
чен и в некотором смысле «равноправен» с оператором д/дх. 

Следствие. Решение задачи (1.6), (1.10) вне области X(t, Q) 
дифференцируемо в L,[R***\ X(t, Q) X [0, 11]. 

Рассмотрим теперь пространство Я[В”*!] непрерывных функ- 
ций от h (O0<h<1) с интегрируемым квадратом по x и с нормой 


[81 — шах, У Slee mp ax. 
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Оказывается, что функция O(t, x, A) в формуле (1.12) такова, что 
o(x, 4 A), 20(,4m, 2 (-Ь..., п) принадлежат 


дх; 
9 [В”+1]. 

2. Обобщенная задача о «распространении разрыва» для урав- 
нения с операторным коэффициентом. Пусть функция u(t) со зна- 
чениями в гильбертовом пространстве Н удовлетворяет эволюцион- 
ному уравнению 


duty) у: 
oe = Аи (9, | (1.13) 


где А — неограниченный оператор ‘в гильбертовом пространстве, и 
D(A*®), D(A”) плотны в Н (М — любое целое число). 
Предположим, что 
и(ЕЕБ(АМ). 


Задача, аналогичная проблеме распространения разрыва решения 
гиперболического уравнения, заключается в том, чтобы построить 
такой элемент Uy(t), что ` 


и(—и„(реБ(АМ). (1.14) 


Обобщенным решением уравнения (1.13) будем называть не- 
прерывный функционал на D(A™), удовлетворяющий условию 


(2 (0, В =, Ae), (1.15) 


где g@ D(A), a u(t) удовлетворяет (1.13). 

Пусть и (2) — обобщенное решение уравнения (1.13), определен- 
ное как функционал нар (А“). Задача о выделении его «сингуляр- 
ной части» заключается в следующем. Требуется построить такую 

‚ обобщенную функцию #. (1), чтобы разность (1) —®., (1) принадле- 
жала Н. 

Очевидно, что, не уменьшая общности, мы можем ставить зада- 
чу (1.14), (1.15) и рассматривать лишь классические решения 
u(t)=D(A) уравнения (1.13). Если —А — самосопряженный опера- 
тор, Ех — его спектральная функция, то очевидно, что 


u(t) = e4*u (0) = | ем dE,u (0) = 


со —№ № 
= Nas dE yu (t) + 3 eM 4Ези Е \ её 4Ези (0). 


о 


Последний интеграл при любом конечном he принадлежит D(A*), 
т. @. ae : 


u.(£¥-— < [ем dE, — о р (AY ). 
№ 
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Отсюда следует, что эта задача связана с задачей об асимптотике 
Е, при А—оо. 

3. Классификация уравнений второго порядка. Общие свойства 
решений уравнений (1.1), (1.4), (1.6) могут служить основой для 
классификации широкого класса уравнений с операторными коэф- 
фициентами в гильбертовом пространстве. Мы рассмотрим наибо- 
лее простой случай, охватывающий, однако, все уравнения кванто- 
вой механики. 

Рассмотрим пространство вектор-фуикций w(x, t) (х= (ха... 


.., Ха), P= (аа (х, t), ..., p(x, #)) со значениями в гильбертовом 
пространстве Я. 
Пусть B(x, t) (=1..., 2), R(x, Ё) — ограниченные бесконеч- 


но дифференцируемые матрицы порядка $, зависящие от парамет- 
ров x, & а, (х, t) (k=1, 2, 3), (x, t) = (6.(х, t), ..., В» (х, #) —3a- 
данные комплексные бесконечно дифференцируемые функции от х 
и Ё (6 (х, t) — вектор-функция) со значениями на действительной 
прямой, А — самосопряженный неограниченный оператор в гиль- 
бертовом пространстве Я, не зависящий от x и t. Векторное 5-мер- 
ное пространство мы обозначим через В*. 
Рассмотрим уравнение 


E (x, )2 + Аа, (x, )2 + Ata, (x, ) + 


п 

AV -+iAb(e, OY +S) ВЫ, )-+IAR (4, 4] p(,)=0. (1.16) 
k=1 

После подстановки p=exp {iAS(x, ¢)}, приравняв нулю коэффици- 

ент при A’, получим уравнение, которое назовем характеристиче- 

ским: 


se icleeeaed 


(SE) + a(x, ) SF — ag (x, + 1VS +(x, OP =O. (1.17) 


Если корни характеристического многочлена 


п 
© (ро) = алрь + азрь У (р: + 6) — а, (1.18) 

i=1 
действительны при любых Py, ..., Pa, ¥, TO будем говорить, что урав- 
нение (1.16) волнового типа; если чисто мнимы — туннельного типа; 
если в некоторой области действительны, а в оставшейся чисто мни- 
мы — смешанного типа. Остальные типы уравнений мы рассматри- 

вать не будем. 

4. Преобразование типа Фурье для абстрактных функций. Вве- 
дем понятие импульсного представления (р-представления). Если 
оператор А неотрицательно определен, переход к импульсному пред- 


ставлению совершается при помощи унитарного оператора M4: 
co 


~ п/а 
$ (р) O49 (x) = ae | кА (a) dee. (1.19) 
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Обратно, 


~ Ane a 4m 
ф (x) = O4y (р) = om \ ет (p) dp. (1.20) 
Если оператор A неотрицательно определен, то 
_ hPa ето (— An? С ipxAy, 
(2) = OA (p) = SA | «74 (p) dp. (1.21) 


_с< 


Пусть оператор А не является знакоопределенным. Разложим 
пространство Н на сумму Н=Н+-- Н- таких подпространств, что су- 
жение оператора А на Н+ есть неотрицательно определенный опера- 
тор, который мы обозначим через At, а сужение оператора —А на 
Н- есть неотрицательно определенный оператор; обозначим его че- 
рез А-. 

Пусть p(p) — функция со значениями в Н. Положим 


ф(р) = $" (р) + (р), P(P)ESH*, Фен“. 
Тогда по определению 
ФА (p) = Фа+ф* (р) + ФА-$` (р). (1.22) 


Аналогично определяется оператор 0%. 

Введем теперь аналогичный оператор в пространстве функций от 
х со значениями в банаховом пространстве В. 

Рассмотрим оператор А с всюду плотной областью определения 
D(A). Пусть (1+=А)- и А-* существуют и определены всюду в В, 
причем || (1-=А)-1| < 1 при e>0 и & чисто‘ мнимом. Рассмотрим опе- 

oo 


ратор ‘Te yeeive ere ах, заданный на D(A). Этот опе- 


9 . 
ратор обладает следующими свойствами (см. гл. 6, $ 1): 
а) T?=A на D(A); 
6) T=T, 
где Г — комплексно сопряженный оператор, 


2 м ¢ Ах 
Te “A fe dx. 
о 


Таким образом, оператор Т существует как оператор в действитель- 
ном банаховом пространстве. Обозначив T=YA, определим преоб- 
разование типа Фурье формулами (1.19), (1.20) для функций со 
значениями в В. 

Можно также рассматривать оператор А, для которого —А об- 
ладает перечисленными выше свойствами. В этом случае в качест- 
ве преобразования типа Фурье введем формулу (1.21). 
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5. Инвариантность типа уравнения относительно перехода к 
р-представлению. Тип уравнения (1.16) инвариантен относительно 
перехода к р-представлению с помощью преобразования ФА. В са- 
MOM деле, после подстановки é*45'?.4) в уравнение (1.16), записанное 
в р-представлении (т. е. в уравнение для функции \р(р, #)), мы вновь 
получим (приравняв коэффициент при A’ нулю) уравнение Гамиль- 
тона — Якоби 

erg as 
a, (x, 5) (=) + a, (x, 0 = — a5(x, t) ++|p +6(x, )|?=0, 
где S=S(p, t), х.=05/др.. 

6. Уравнения волновой механики и оптики. Приведем таблицу 
специальных значений коэффициентов уравнения (1.16), при кото- 
рых получаются уравнения волновой механики и оптики. Заметим, 
что большая часть конкретных применений развиваемой далее тео- 
рии относится именно к этим уравнениям. Нетрудно проверить, что 
все они принадлежат волновому типу в смысле проведенной перед 
этим классификации. 

Здесь Ё=Е(х, t) — электрическое поле, Ф.=Ф.(х, t) — скаляр- 
ный потенциал, Ay=A,(%, tf) (w=1, 2, 3) — компоненты векторного 
потенциала, e=e(x, t), w=p(x, В — диэлектрическая и магнитная 
проницаемость среды, с — скорость света в пустоте, т — масса ча- 
стицы, е — заряд, В — постоянная Планка, о, — матрица Паули вто- 
рого порядка: 


Og == (эл, S28, Soa), 
0 174 0 —i 1 0 
On = + On ‚ 0.3 = Я 
21 E o| 22 В о 23 | и 


6, а — матрицы Дирака четвертого порядка [53]: 


Ws (01, %p, Mp), F == (01, 0з, 08), ^^ 


a | 0 a с, | 0 | 
Se 0 0 9% 

Если a,=a,=0, 5=0, B,=0, R=0, то мы имеем уравнение Гельм- 
гольца. При А=о имеем уравнение туннельного типа с чисто мни- 
мыми характеристиками: если сделать замену SiS’, то мы полу- 
чим действительные решения для 5’. Характеристическую систему 
для уравнения, определяющего 5”, будем называть бихарактеристи- 
ческой для данного туннельного уравнения. 

Уравнение (1.4) получается из (1.16), если положить 


1 


oc ir аз = 0, 
__ 68 (x, 0 я _ 8 
5 (х, 2)’ д’. 


а остальные коэффициенты уравнения (1.16) принять равными 
нулю. | 
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Начальные данные для уравнений 2 и 3 табл. 1 (уравнения 
Максвелла и Дирака) не являются произвольными; они удовлетво- 
ряют определенным соотношениям, обладающим свойством инва- 
риантности, т. е. если они выполнены в начальный момент, то реше- 
ние уравнений будет удовлетворять им в любой момент времени. 

Пусть 

E(x,0)=£,(x), Н (х,0) =Но(х), 


— начальные условия для уравнения Максвелла. Указанные соот- 
ношения имеют вид 


diveE, = 0, div nH,=0, - (1.23а) 
— Во то Hy, © Но = — го о. 
Пусть решение p(x, #) уравнений Дирака удовлетворяет условиям 
(0) = thy (x), SE (x, 0) = tp (x). (1.236) 
Соотношения, наложенные на эти условия, имеют вид 


* y, + +0 (2,0) Y= — ih (© (grad bo — _Афь)) + поза, 


и з 1. у. (1.24) 
0 —/ 0 1 


Поскольку соотношения (1.23) и (1.24) инвариантны и выполняют- 
ся в любой момент времени ¢, то можно записать уравнения. Дира- 
ка и Максвелла, как это принято, в виде системы уравнений перво- 


‘го порядка. При этом условия (1.23а) можно наложить непосред- 


ственно на решения уравнения (1.236). 

Заметим, что скалярное волновое уравнение и уравнение Макс- 
велла вообще не зависят от оператора А. Тем не менее начальное 
условие может зависеть от оператора А. Действительно, в первом 
примере (1.1) начальное условие (1.2) может быть представлено 
в виде 


4 
Кх) = 
и(х, 0) =Ф(х) р (х =Ф() Е + (xX) =9(х) le “Е. 
Таким образом, здесь u(x, 0) =е-“® о, где А. ‘g=Et. Кро- 
ме того, может быть поставлено «осциллирующее» начальное 
условие | 
u(x, 0) =@(x) ei" 
(т.е. g=1,A=o). 
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Во всех рассмотренных примерах начальные условия зависят OT 
A специальным образом. Мы увидим в следующем параграфе, что 
специальный вид начальных условий He случаен. Он продиктован 
самой физической постановкой задачи: 


§ 2. Постановка задачи Коши для уравнений квантовой 
механики 


Квантовая механика, как известно, основывается на целом ряде 
физических принципов. Не будем касаться тех, которые постулиру- 
ют связь математического аппарата с экспериментом. Не будем ка- 
саться также и правил, служащих для написания уравнений. 

Весь известный математический аппарат квантовой механики 
может бысть построен на основе нескольких эволюционных (неста- 
пионарных) уравнений в частных производных, приведенных в 
табл. 1. Поэтому, чтобы аксиоматизировать математическую Тео- 
рию квантовой механики, надо еще знать, каким условиям долж- 
ны удовлетворять начальные значения решений этих уравнений. 
Итак, мы сформулируем лишь те постулаты квантовой механики, 
которые могут быть: ‘использованы для определения вида началь- 
ных условий. Такими постулатами являются принцип тождествен- 
ности частиц и принцип соответствия квантовой и классической ме- 
ханики. Им удовлетворяют далеко не все решения уравнений, отве- 
чающие произвольным начальным данным, принадлежащим Lo. 

Сформулируем аксиому, которой может быть заменен принцип 
тождественности. yt a 

Пусть уравнение Шредингера зависит от двух троек переменных 
(1, Y1, 21) и. (х», У», 22) так, что при перестановке индексов уравне- 
ние не изменяется. Тогда начальное условие при перестановке ин- 
дексов может изменить только знак. 

Нетрудно доказать, что решение уравнения будет обладать этим 
свойством не только в начальный момент, но и в. любой момент вре-` 
мени Е Это и означает выполнение принципа тождественности в 
общепринятой формулировке [20, 48]. 

Другое ограничение, сказывающееся на начальных условиях, 
формулируется следующим образом *). «Мы всегда будем требо- 
вать, чтобы при соответствующем предельном переходе результаты 
любых вычислений совпадали с классическими выражениями. Это 
требование выражает принцип соответствия Бора...» [48]. 

Поясним, что означает термин «предельный переход». Пусть hy, 
fo, бо=[/Ь, У, — постоянные: длина, время, скорость и потенциал, 
характерные для данной квантовой системы. Предельный переход 
квантовомеханических величин в классические осуществляется при 
таком изменении этих параметров, когда безразмерная константа 


стремится к нулю. Это озиачает, что так называемая 


У = 


ото 
де-бройлевская длина волны h/(mv,) мала сравнительно с харак- 


*) См. Шифф Л. Квантовая механика.— М.: ИЛ. 
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терной длиной системы. Остальные безразмерные параметры 


Me 


Uo ту 


(с — скорость света, e — заряд, У, — характерный потенциал) не за- 
висят от Ви [.. А поскольку A постоянно, то у может. стремиться к 
нулю лишь за счет увеличения /, (или при одновременном стремле- 
нии У, И 5, К со, если еУ,— vom). Однако для удобства обычно по- 
лагают й—0 вместо у—>0 или 1,00. 

Таким образом, принцип соответствия может быть применен 
лишь к системам, которые содержат малый параметр A. Этим OH 
отличается от принципа тождественности. 

Теперь разберемся, о какой задаче классической механики идет 
речь. Всякой конкретной квантовомеханической задаче, содержа- 
щей параметр A и имеющей физический смысл, соответствует в 
классической механике вполне определенная задача. Эта задача 
может быть поставлена как обычная вариационная: ищутся экстре- 
мали функционала с закрепленным правым концом и левым кон- 
цом, трансверсальным к некоторому А-мерному (= п) многообра- 
зию (в частности, при k=O левый конец закреплен). 

Рассмотрим, например, уравнение Шредингера. `Уравнениями 
Эйлера соответствующей ему классической вариационной задачи 
будут уравнения Ньютона 


до a 
px; ^^, isl,...,n. 
Ox; 
Рассмотрим А-мерное многообразие х=х.(%) (H@=(%1,.--, On), RX 


<<), вложенное в В”. Обобщение условия трансверсальности мо. 
жет OHTE представлено в виде 


„дхо (а) дхо (©). _ дхо (<). Oxy 0. 1<8-- Pe. лье (2:1) : 
Ро (©) = р (a). 


Удобнее рассматривать в фазовом пространстве g=x, р= р п-мер- 
ное неособое дифференцируемое многообразие д= q(a), p=ng (a) 
(a= (a1, ..., @n)). Условие (2.1) можно переписать в виде 


09. Ae e/a тен (2.2) 


т. е. в любой локальной системе координат многообразия скобки 
Лагранжа равны нулю. Такое многообразие называется лагранже- 


ВЫМ. 
Квантовый переход системы из состояния w(x) при t=0 в со- 
стояние 1. (Хх) при {=т описывается формулой 


C12 (t) os Po (x) K (x,§ > т) by (=) ах dé, (2.3) 
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где K(x, & т) — фундаментальное решение (функции Грина) урав- 

нения Шредингера (1.6). Вероятность этого перехода равна 
т . 

leat) ae задачи Коши для (1.6) получается из формулы (2.3), 

если положить 1 (х) =6(x—x’), что соответствует задаче с закреп- 

ленным правым концом. 

Само фундаментальное решение можно получить из (2.3), если 
положить p, (x) =6(х— Е”), № (х) =6(x—x’). Следовательно, фунда- 
ментальное решение описывает квантовый переход частицы из точ- 
ки х=Ё” за время т в точку X=x’, что соответствует вариационной 
задаче с закрепленными концами. 

Начальное лагранжево многообразие в этом случае имеет вид 
x=& и представляет собой поверхность, расположенную парал- 
лельно координатной плоскости х=0. 

Начальному условию вида 


ap (x, 0) =exp {ip.x/h} 


(Po== Pors «++» Pon — константы) соответствует лагранжево многобра- 
зие р=ро. Условию, не зависящему от h, соответствует многообра- 
зие р=0. 

С помощью принципа соответствия Бор получил квантование 
классической механики, которое, как оказалось, дает лишь первый 
член асимптотики при А—>0 решения истинного квантового уравне- 
ния Шредингера (1.6). Квантование Шредингера заключалось в 
том, что он поставил в соответствие классическому импульсу опера- 
тор —ih 0/Ox, энергии Е — оператор ih 9/0, сопоставив тем самым 
уравнению Гамильтона — Якоби линейное уравнение в частных 
производных второго порядка. Квантование, таким образом, тесно 
связано с принципом соответствия; в приведенной выше формули- 
ровке Шиффа это есть понятие, обратное квантованию. Квантова- 


ние ставит в соответствие классическому объекту квантовый объ: . 


ект, зависящий от A, а принцип соответствия требует, чтобы ре- 
зультаты вычисления имели классический предел при A—-0. Есте- 
ственно, что принцип соответствия был призван «помогать кванто- 
вать». 

Оказывается, однако, что для произвольного решения уравне- 
ния Шредингера принцип соответствия, вообще говоря, не выпол- 
няется. Например, пусть p(x, #} — решение уравнения Шредингера, 
удовлетворяющее начальному условию (x, 0) =Ф(х)е!"; тогда 
среднее значение импульса, равное (см. [48]) | 


= Фе, t) ih = p(x, ae 


будет стремиться к co при A->0. Значит, чтобы удовлетворить прин- 
ципу соответствия, нужно прежде всего проквантовать начальное 
условие для уравнений Ньютона — условие трансверсальности, т. е. 
каждому лагранжеву многообразию поставить в соответствие век- 
торную функцию от х и А— начальное условие для решения урав- 
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нения Шредингера (иначе говоря, проквантовать скобки Лагранжа _ 


(2.2) ). И лишь после этого доказать принцип соответствия. 

Итак, задача заключается в том, чтобы найти класс К функций 
отхий, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) Асимптотичность. Две функции OT х ий из К считаются экви- 
валентными, если их разность стремится к нулю при #0 в среднем, 
(т. е. по нормев Д,[В”]). 

2) Выполнение принципа соответствия. Если в начальный мо: 
мент решение принадлежит классу К, то в любой момент выполня- 
ется принцип соответствия, т. е. все квантовомеханические величи- 
ны, имеющие физический смысл, переходят при #-—0 в классиче: 
ские. 

3) Инвариантность. Если в начальный момент решение 1(х, 0) 
принадлежит классу К, то и в любой фиксированный момент оно 
принадлежит этому же классу. — 

4) Полнота. Каждому многообразию х,=хо(%), =. (9), удо- 
влетворяющему условию (2.2), соответствует функция фЕК. Кван- 
товомеханические величины, отвечающие решению p(x, #) уравне- 
ния (1.6) с условием (x, 0) =фо, сходятся при #—0 к классическим 
величинам, отвечающим задаче 


x= —0с19%", х:(0) == хи (9), хе (8) = ры (2). (2.4) 


Таким образом, для наших целей достаточно провести кванто- 
вание скобок Лагранжа в квазиклассическом приближении — при- 
ближении старой квантовой механики Бора. Забегая вперед, заме- 
тим, что условия квантования скобок Лагранжа будут совпадать с 
условиями Бора — Зоммерфельда старой квантовой теории в слу- 
чае, когда лагранжево многообразие является инвариантным отно- 
сительно динамической системы (2.4). 


Свойство асимптотичности для класса К мы заменим более. 


.сильным. условием, учитывающим .. «равноправность» . оператора 
умножения на 1/й и оператора дифференцирования по x. Рассмот- 
рим в L,[R***] область D — пересечение областей определения опе- 
ратора умножения на 1/h и оператора дифференцирования по x. 
Область D незамкнута в норме L,[R***]. Отождествим элементы из 
[..[В”+*], разность между которыми принадлежит О. Полученное 
пространство (фактор-пространство *)) обозначим через S=L,/D. 
Требование асимптотичности будет выполнено, если класс К при- 
иадлежит 5. В дальнейшем мы будем записывать равенство в про- 
странстве $ в виде ][:-=[», т. е. с точностью до элемента, принадле- 


жащего D. Tax, p(x, #) == Wy (x, 2). 


Задача о построении инвариантного класса функций может 
быть поставлена и для задачи о разрывах скалярного волнового 


*) Пространство L2[R”] есть группа по сложению, D— его подгруппа. Пусть 
13/2 — класс смежности в Ё. по подгруппе О. Совокупность классов смежиости 
и является фундаментальным множеством элементов линейного пространства $5. 
Фактор-простраиство L2/D незамкиуто. . 
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авнения. Если рассматривать решение задачи (1.1) при >В, To 
якобиан Y(t, ж) может обратиться в нуль в некоторой точке #=#. 
При п=2 для аналитических коэффициентов уравнения (1.1) в 
простейшем случае (простая каустика) было исследовано поведе- 
ние разрыва в точке #=#. Оказалось, что разрыв решения описыва- 
ется весьма сложным интегралом. 

Вопрос заключается в том, чтобы построить инвариантный класс 
разрывов К, т. е. такой класс, что если p(x, 0) ЕК, то и p(x, EK 
в любой момент времени 2. Таким образом, здесь идет речь, в част- 
ности, о решении задачи (1.1) в целом для любого . 

° Рассмотрим пространство [,[№”", Н] функций от хи, ..., хн ЕЁ” 
со значениями в гильбертовом пространстве. Пусть А — самосопря- 
женный оператор в А, а область D(A™%) плотна в Н при любом М. 
Будем рассматривать в Г.[ №", Н] обобщенные функции, т. е. функ- 
ции вида АМ! (x), где }=Л,[В”, 7]. Не ограничивая общности, мож- 
но считать {(х)6ЕБ(А). Поэтому, оставаясь в пространстве L,[R*, 
H], мы выделим класс функций, не принадлежащий пересечению 
областей определения оператора А.и операторов д/дх: (1=1,...,п); 
в дальнейшем все результаты будем формулировать для функции 
из пространства L,[R", Н]. Если на эти функции подействовать опе- 
ратором A”, или (0/дх:)“, то мы придем к обобщенным функциям. 

Все теоремы гл. 2 переносятся очевидным образом на обобщен- 
ные функции, поэтому в части примеров, служащих для иллюстра- 
ции теорем, мы будем использовать именно обобщенные функции. 
Для выделения «сингулярной части» функции ЕЁЕР рассмотрим 
фактор-пространство S=L,[R*, H]/D, т. е. отождествим между со- 
бой элементы пространства Г.,[В”, Н], разность между которыми 


принадлежит 
D=D(0/0x) (D(A). 


Для общего уравнения (1.16) задача также заключается в TOM, 
чтобы построить класс KS, инвариантный относительно уравне-. 
ния (1.16), т. е. такой, что если w(x, 0) EK, то и p(x, t) SK для лю- 


бого f. 


$ 3. Общее определение характеристик для уравнения 
с операторными коэффициентами 


Пусть (В) — банахово пространство функций от х= (х., ... 
., %,») со значениями в абстрактном банаховом пространстве В 


(например, СМ (В) или WB). 
Рассмотрим пространство 36’(B) с нормой 


le@beo=> [A], ИЕ 


Обозначим через $ cbaKTOp-mpOcTpaHcTBO © 
" (В)! (В). 
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Пусть L: 26,(В,)—%,(В.) — линейный ограниченный оператор. ' 
Предположим, что L отображает 2! (В.) в №,.'/(В,). Пусть $, = 
=26,(В,) [26, (B:), $. =26.(В,) /H62 (Bz). Оператор L порождает ли- 
нейный оператор Ls: $:>5,, называемый характеристическим опе- 
ратором. Пусть для некоторой функции x(x.) уравнение 
Lsx(@(*))=0 разрешимо в TOM и только том случае, когда PSC 
удовлетворяет некоторому уравнению типа Гамильтона — Якоби. 
Будем говорить, что оператор Г. имеет характеристики, а уравне- 
ние первого порядка для определения функции ф(х) назовем харак- 
теристическим. Оператор Г может иметь, вообще говоря, не одно 
характеристическое уравнение. 

Когда оператор L: С*—>С — гиперболически оператор А-го по- 
рядка, определение характеристик совпадает с общепринятым. 

Пусть iA — некоторый неограниченный оператор в В, порож- 
дающий группу. 

Если функция y(x,) имеет вид 


Xg (*;) = efAng, 
где g=B, то уравнение будем называть А-характеристическим и 
будем говорить, что оператор L имеет А-характеристики. Если при 
этом характеристическое уравнение имеет один и тот же вид для 
всех неограниченных операторов iA, порождающих группу, To бу- 
дем называть его сильно характеристическим и говорить, что опе- 
ратор Г. имеет сильные характеристики. Легко видеть, что класси- 
ческие характеристические уравнения для гиперболических систем 
являются сильно характеристическими, если считать, что решение 
уравнения есть функция со значениями в некотором банаховом про- 
странстве В (например, зависит от некоторого параметра). 
Для волнового уравнения 


Au 
. = с? (x) Au 
уравнение 
as \? 2 2 
ae) = ¢?(x)(VS) (3.1) 
является сильно характеристическим, а уравнение 
ce (x) (VS)?=1 (3.2) 


является 0/0{-характеристическим. Если начальное условие для 
уравнения (3.1) удовлетворяет уравнению (3.2), то сильные харак- 
теристики в данном случае будут совпадать с 9/0{-характеристи- 
ками. 

Перейдем теперь к конструктивному определению А-характери- 
CTHK. | 

Пусть &7 (x, р, Ь В) — самосопряженный (неограниченный, вооб- 
ще говоря) оператор в гильбертовом пространстве Н, зависящий от 
параметров x, р, В, t (х= (4X4, ..., Xn), Р= (рн, ..., Ра), 0= |х| <о°, 
0=|р|<оо, О< Е, O<h) и бесконечно дифференцируемый по 
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всем этим параметрам. Пусть A(x, р, #) — изолированная равномер- 
но по всем параметрам точка спектра оператора 57 (х, р, t, 0). 

Пусть Г.[В”+!, Н] — пространство функций от x и A со значе- 
ниями в Л, с нормой 


иен а CIFOR Bete 


$ + о . 
Рассмотрим в L,[R**t', H] оператор 57 (x, р, t, h), где p= —ih 0/0x;, 
{— параметр, причем в операторе вначале действует р, затем х;; 
иначе говоря, 
1 
(21в)"] 


1 оС . 
P(x, pth) F(x,h) = f dpe-*lh@ (х, р, 1. В) { ерёнЕ (Е, В) dé. 


Рассмотрим в пространстве непрерывных функций OT ¢ со значения- 
ми в Г, [ В"**, Н] оператор 


ih P (x, pt, h). (3.3) 


Для этого оператора одно из #/В-характеристических уравнений 

имеет вид | 

9$ os | 
a(x, Ps | —0. г. (3.4) 

Ox 

Оно отвечает собственному значению A(x, р, №. Вместо 1/h в этом 

примере можно взять резольвенту самосопряженного оператора А, 

действующего в пространстве L, функций от т. При этом норма 

элемента F(x, т) =Г.[В”+!, Н] должна иметь вид 


| ое. 
IFI=V \ dt \ | F(x, 1) ах. 


Тогда уравнение (3.4) будет {А-характеристическим для операто- 
ра (3.3), где A= (А—2)-* (z=p(A)) (р(А) — резольвентное множе- 
ство оператора А). Это определение {А-характеристик, как мы по- 
кажем ниже, согласуется с приведенным выше определением. 

Дадим общее конструктивное определение характеристик для 
дифференциальных уравнений с операторными коэффициентами; 
с помощью этого определения будет проведена классификация 
уравнений. 

Рассмотрим замкнутый оператор & с всюду плотной областью 
определения в гильбертовом пространстве Н и областью значений 
в Н, зависящий от 21-3 параметров р., ..., Р», Ро, №, ..., Xn, Ь WO 
и являющийся полиномом т-й степени параметра р: 


L = L (юр, юрь, x,t, ©) = У F; (юр, x, t, ) (iop,)'. (3.5) 


i=0 
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Предположим, что существует сильный И 


lim o'P (дор, iopy, x, t, ©) = L(p, Post y= i (р, x,t) po, (3.6) 

@—->50 i=0 
где 1 — некоторое действительное число. 

Пусть А, (р, Po, x, #). — равномерно по всем параметрам axp<2b, 
их В, CXS р.=—<а, 0<1=Т изолированная точка спектра *) опе- 
ратора 47° (р, po, x, t) кратности r<oo. Пусть А — некоторый не» 
ограниченный самосопряженный оператор в H, коммутирующий с 
оператором &. 

Рассмотрим в пространстве бесконечно дифференцируемых 


функций oT x и Ё со значениями в Н оператор $ вида 
: ^ 
а дд ta eee Е he! 
BaP(o Gt A= 2; 0% 1A) (=) => 2 (2). 
(3.7) 


где операторы $, действуют следующим образом: 
2 = 4, (+ их, Е, А) += 


(2л)* 
Уравнение 
7 = : = OS = 9S i= 
А (р, Po, x, t)=0, Piss ox , Po at ? р ей, 


axpxb, сэра, ах В, 0=1=Т, 


будем 1 называть характеристическим уравненивм (одним: из харак: 


теристических, поскольку изолированных точек спектра у операто- 
ра может быть много) для уравнения 


Lp (x, д =F (x, 0, (3.9) 
u(x, t), F(x, theC~[A]. 


Если уравнение (3.9) имеет т действительных корней OTHOCH- 
тельно ро, то мы будем говорить, что уравнение (3.9) имеет харак- 
теристику волнового типа; если все т корней р, чисто мнимы — то 
характеристику туннельного типа. 

Мы увидим из дальнейшего, что приведенное конструктивное 
определение А-характеристик совпадает с определением, данным 
в начале этого параграфа (см. теоремы 4.1,а и 4.2). Нетрудно убе- 
диться, что определение характеристик, данное в примерах $ 1, 
следует из приведенного здесь общего определения. 


| *) Функиню АЛ (р, Po, x, #) будем называть ‘термом. 


=) rune, CG oe x,t, А) ар fe ePEA@(E, zt) 48. (3.8) | 


ГЛАВА 2 | 
КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР 


§ 1. Одномерный случай 


Для построения класса К асимптотических формул, равномер- 
ных по переменной х на всей числовой оси, нам придется вначале 
построить некоторый оператор, зависящий от параметра A, ото- 
бражающий пространство функций на заданной кривой Г в ‘фазо- 
вой плоскости в пространство функций на прямой. Для построения 
этого оператора, называемого каноническим, вводится понятие ин- 
декса пути на кривой, и кривая покрывается интервалами, взаимно 
однозначно проектируемыми*) на одну из координатных осей 
(р или 9). Вначале канонический оператор определяется локаль- 
но— для каждого из таких интервалов, а затем с помощью раз- 
биения единицы строится оператор для всей кривой Г. Канониче- 
ский оператор, вообще говоря, зависит от способа покрытия кри- 
вой Г интервалами и от способа разбиения единицы. Оказывается, 
однако, что если кривая незамкнута, то эта зависимость проявля- 
ется лишь на величинах первого порядка малости относительно 
параметра h. То же справедливо и для замкнутой кривой при усло- 
вии, что данная кривая удовлетворяет некоторому соотноше- 
нию — так называемому условию квантования Бора. При помощи 
канонического оператора мы выразим известную асимптотику соб- 
ственной функции стационарного уравнения Шредингера, а также 
асимптотику решения задачи Коши для временного уравнения 
Шредингера. Приводимые в этом параграфе теоремы — частный 
случай более общих теорем для произвольного числа измерений. 
Теоремы формулируются в $$ 2—4. 

1. Топологические предложения. Рассмотрим на фазовой плос- 
кости **) ограниченную гладкую несамопересекающуюся кривую Г 
(не обязательно замкнутую), определяемую уравнениями g=q(a), 
‚ p=p(a). Параметром можно считать, например, длину дуги, от- 
считываемую от некоторой ‘фиксированной точки. Точку кривой Г 
с координатами q(a), р(а&) будем также обозначать «х. Точки кри- 
вой Г, в которых выполняется условие 44/4а=2=0, назовем неосо- 


*) Под этим понимается, что проекцин являются диффеоморфизмамн (глад- 
кие взаимно однозначные отображения с невырожденнымн якобнанами). 
`**) Точнее, одномерное гладкое подмногообразне (возможно, открытое). 


93 


быми или, подробнее, неособыми относительно операции проекти- 
рования кривой Г на координатную ось параллельно оси р. Осталь- 
ные точки назовем особыми. 

Пусть множество М особых точек конечно и особые точки та- 
ковы, что при переходе через них производная dq/dp вдоль Г Me. 
няет знак. Сопоставим каждой такой точке AEM единичный каса- 
тельный вектор ё. в направлении возрастания 44/Ар (т. е. в сторо- 
ну положительного значения dq/dp). 

Определим индекс пути {[', о?]<Г с началом в неособой точ- 
ке a! и концом в неособой точке о? следующим образом: если путь 
проходит особую точку @ в направлении вектора @,, то к индексу 
прибавляется 1; если в противоположном направлении — то вычи- 
тается 1. Индекс пути До, «?] обозначается символом ша Да’, ©?]. 

Итак, индекс пути определен при некоторых ограничениях на 
множество М и на точки о! и @*, выполняемых, когда кривая н 
путь находятся «в общем положении» [33]. 

Определим индекс произвольного пути на произвольной кри- 
вой Г, приведя ее и путь в общее положение малым поворотом осей 
по часовой стрелке. Имеет место следующее важное предложение, 
доказательство которого почти очевидно из наглядных сообра- 
жений. 

Предложение. Индекс: замкнутого пути (цикла), проходи- 
мого в направлении часовой стрелки, является инвариантом отно- 
сительно диффеоморфизмов. | 

Рассмотрим систему Гамильтона 

ион a ped) p= дН (4, р, 8. (1.1) 
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где Н(4, р, #) — достаточно гладкая функция. Пусть {49° (<), 
p°(a)} — несамопересекающаяся гладкая кривая в фазовой плос- 
кости, О (<, t)=q(t),.P(a, t)=p(t) — решение системы (1.1) с на- 
чальными.данными- 0? (a),-p? (a), лежащими на-Г. Функции -Q(a,-t), - 
Р (<, t) задают отображение u, кривой Г в некоторую кривую Г,: 
иГ=Г,. 

Всякий путь Ца’, ©?] переходит при этом в некоторый путь 
Цой, о] =й[9, о?]<ТГ.. Возникает вопрос — как выражается 
Ind f,[a', a7] через Ind/[a', a7]? Чтобы ответить на него, напом- 
ним некоторые определения, относящиеся к решению системы (1.1). 

1) Множество точек О (<, т) (O<t<t) называется траекто- 
рией (путем) и обозначается © (a; 0, #. 

2) Точка Q(a°, т) на траектории Q(a°; 0, #) называется фо- 
кальной, если ОО (45°, r)/da°=0. 

3) Пусть 0?H/dp?>0. Индексом траектории Q(a°; 0, #) назовем 
число фокальных точек на полуинтервале 0<т={ (так называе- 
мый индекс по Морсу [64]). 

Имеет место следующее соотношение, которое решает вопрос 
об изменении индекса пути при отображении и: 


Ind Ца’, а?] +Ind О (a; 0, #) =Ind1,[a', а?] + Ind О (а; 0, В. 
(1.2) 
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Положим H=p?/2+v(q), где v(q) — дважды дифференцируе- 
мая функция, тогда для достаточно малого { имеем 


Q(a, И=р' («) 1+ 49° (а), Pla, И ==р’(а)— 9’ (49° (<) )1. 
Произведем сначала деформацию 
р:=р‘ (а), 4:=р“(%)т-+4° (a), О тж 


Обозначим образ кривой Г при этой деформации через Г.. Теперь, 
оставляя 9=9, постоянным, произведем деформацию p=p°(a)— 
—0' (9°(=«))т (O<t<t). Таким образом, Г; переходит в Г.. Ho 
эта последняя деформация, очевидно, не меняет соотношения (1.2) 
между индексами. 

2. Канонический оператор. Рассмотрим пространство [2[Г, Н] 
функций с интегрируемым квадратом по мере da на кривой Г, со 
значениями в гильбертовом пространстве H и пространство 
L,[R', Н] функций от x с интегрируемым квадратом на прямой 
— со << 00, со значениями в гильбертовом пространстве Н. Пусть 
А — неограниченный самосопряженный положительно определен- 
ный оператор, причем спектр А содержит сколь угодно большие 
‚ собственные числа. 

Нас будут интересовать значения функций из Г.,[Г, Н] лишь с 
областью определения в фактор-пространстве 


S=L,[T, НИР (А)ПЬ(а/аа). 


Рассмотрим случай, когда кривая Г взаимно однозначно про- 
ектируется на ось 4. Таким образом, из уравнения q=q(a) находим 
a=a(g). Обозначим через KY линейный оператор, определен- 
ный на финитных бесконечно дифференцируемых функциях g(a), 


eeEL If, Н]: 


КФ) (x) == KEG (a) = 2 a8 Belek ae 
; и a(9) 
= [ene exp | {а ф [a М ‚ (1.3) 
fo A 
a==a(q) ae q=x 


где у — константа, не зависящая от a, @°—TOUKA Ha кривой Г. 

Пусть теперь кривая Г не проектируется взаимно однозначно 
на прямую Gg, но зато взаимно однозначно проектируется на пря- 
мую р. Таким образом, из p=p(a) следует a=a(p). В этом слу- 
чае обозначим через KY оператор, действующий на g(a) сле- 
дующим образом: 


л = 
о ехр (2-Я) a 
(КАФ) (х) — И) | е@рхА ар (x) x 
V 2x 4% |д-оцр) 


a(p) | 
x ехр |- iA \ ado} 0 (a) dp, (1.4) 


ae 
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где у — константа, @°-—~TOUKa на Г, в которой dq(a)/da=0. Интег- 
рал берется по отрезку, на котором ф[ а(р)] отлична от нуля. Если 
х лежит вне отрезка @ оси 4, на который проектируется носитель 
g(a), то 


(Ка) (x) = 0. (1.4) 


Теперь рассмотрим произвольную кривую Г описанного типа. По- 
кроем ее конечным числом открытых интервалов © так, чтобы в 
каждом интервале © либо dq(a)/da=0 для всех точек интервала, 
либо dp(a)/da=>40 для всех его точек, а 44 (<)/4о обращается в 
нуль в некоторой точке. Области первого типа назовем неособыми; 
области второго типа — особыми. В неособой области зададим в 
качестве локальных координат 9; в особой области — р. Обозна- 
чим через 2) неособую область Ос введенными в ней коорди- 
натами 4 (неособая локальная карта), а через Qi — особую область 
Qc RHE ACHES E в ней координатами р (©; — особая, локальная 
карта). Пусть Qi. — совокупность всех особых карт, ® /’” — совокуп- 
ность всех неособых карт. Одну из точек ой}, в которой dq(a)/ 
/da=0, назовем центральной точкой особой карты *). Возьмем про- 
извольную точку ©” EQ) и назовем ее центральной точкой карты. 
Совокупность карт af ay образует атлас кривой. 

Сопоставим действительное число Y центральной точке одной из 
карт атласа 2; эту точку назовем начальной и обозначим @°. 

Пусть носитель R функции фе=С® лежит в области 62. Опреде- 
лим действие канонического оператора на функцию @(a) форму- 
лой (1.3), если Qi— неособая, и Формудов (1.4), если 9’— особая, 


положив в этих формулах =? ind Ио’, o], где y°— He зави- 


сящее OT jf число, a) — центральная О карты, По”, ©] — некото- 


рый путь из а’ в с’. В общем случае можно определить канониче- ` 


ский оператор с помощью разложения единицы по ‘локальным кар- 

там. Обозначим через e'(a) (1=1,..., №) разложение единицы, OT- 

вечающее покрытию {9'} компакта `В. Это означает, что e'(a) удо- 
м 


влетворяет условиям: 1) е'=С® ие!=0 вне 2; 2) > e'(a) =1, если 
t=1 
ace. 
N 
Для финитной функции ~(a) имеем ф(а) = У e'(a)@p(a). Ho- 
t=1 
ситель каждого члена суммы принадлежит лишь одной локальной 
карте, поэтому на каждой функции e'(a)pla) (i=l, ..., М) кано- 
нический оператор определен выше. Отсюда в силу линейности по- 
лучим общий вид канонического оператора, действующего на фи- 
нитную функцию ф(%). 


*) Если их несколько, то можно взять любую из них. 
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Пусть j(*) — совокупность номеров всех карт атласа №, KOTO- 
рые содержат множество пересечений прямой q=x с отрезком 
вс Г. Отрезок Вс-Г покрывается конечным числом карт ©!,..., @^ 


атласа 24. В общем случае канонический оператор KY% имеет 
вид | 
Кое" Х [exp{— ва, ах 


i,7° G(X) 
хе!” [a (4)] | a [< (9) ie exp и pag} [а (9)] + 


а, (9)] 


+ exp {— = Ind о, aly} Hef J еР9Ае! [a (р)] x 


|Z taco | “exp [м | р] ово dp] ‚ (.5) 
{[a°,a.(p)] 


где До, ©] — некоторые пути из с? в а^. 

Замечание. Если Г — неограниченная кривая A=1/h, то за- 
меняя в формуле (1.5) p(a) на E(a, №) -ф(а), где Е (а, h) — функ- 
ция-регуляризатор, равная единице с точностью до O(h”) в любой 
ограниченной области и достаточно быстро стремящаяся к нулю 
при a@—oo (например, E(a, #)=ехр {—а?е-“*}), приходим к тому, 
что ряды в (1.5) сходятся для любой ограниченной функции ф(<). 
Нетрудно убедиться, что для определенного таким образом кано- 
нического оператора справедливы (при некоторых ограничениях) 
в любой ограниченной области все сформулированные ниже теоре- 
мы. Аналогично и в многомерном случае. 

3. Инвариантность канонического оператора. Пусть кривая Г 
незамкнута. Тогда канонический оператор К\% не зависит от вида 


атласа и от способа разбиения единицы, т.е. выражения К\% ф(о) ~ 
для различных атласов и разбиений единицы отличаются лишь на 
oO 
функции вида KY F(a), где FED (А) (MD (9/0<). 
Подразумевается, что точка о’ при новом разбиении осталась 


иачальной точкой атласа, а значит, осталась центральной точкой 
некоторой карты. 


Если же точка a@=«® не осталась при новом разбиении пент- 
ральной точкой карты, а стала принадлежать карте с центральной 
TOUKOH са, TO в качестве начальной точки нового атласа должна 
быть взята какая-либо другая точка, например ay. Тогда прежний 


[3 1.0.9 
канонический оператор при новом разбиении равен (в $) Кяг, где 


т=у— > Ind! [o%, ой] + А | рад. 


0 
1 [0,01] 


qx 


ia о 
Если кривая Г замкнута, то канонический оператор Ky% не 
зависит от способа разбиения единицы, но зависит, вообще говоря, 
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от выбора путей [[a°, a*] из начальной точки в центральные точки 
карт. - 

В этом случае, для того чтобы канонический ‘оператор К не 
зависел от выбора канонического атласа и путей [[a°, a*], необхо- 
димо и достаточно, чтобы точки спектра оператора А удовлетво- 
ряли соотношению 


an 2х (a+ 2). eet! +0(— - ). (1.6). 
фра 


Заметим, что если положить А. =1/й, то эта формула совпадает по 
форме с известной формулой квантования Бора. 

Замечание относительно начальной точки атласа остается в силе 
и для случая замкнутой кривой. 

Условие (1.6), а следовательно, и инвариантность канонического 
оператора сохраняется при каноническом преобразовании (сохра- 
няющем площадь). 

4. Квазиклассическая асимптотика. Рассмотрим на прямой за- 
дачу на собственные значения для уравнения 

у" +vQ (х)у=0, 
(1.7) 


Q(x)=4—v(x), лах< о, 


где О=С®, О(=с)=— со. 

Рассмотрим в фазовой плоскости р, 9 кривую р?/2— О (4) =0. 
Известно, что собственные значения у=у„ задачи (1.7) — (1.8) бу- 
дут удовлетворять условию (1.6) [18, 41]. 

Рассмотрим уравнение Шредингера 


о а. о фм, [ах < о, _ (9 


где оС”, 9(= с) = о. 
Предложение. Пусть Г,={9. (и), р», (&)} — последователь- 
ность.замкнутых кривых, удовлетворяющих уравнениям 


dq dp av (ay) № 
B= pa(%), = ey ae =F 


где Е„— множество (зависящее от h), определяемое условием 


Gpdg=2n(n+ Ih. 


Существует (зависящий от h) набор собственных значений А =» 
уравнения (1.8) такой, что 


An — En = 0 (#2), | Wn = Wala . 1 eo =0 (A), 


где ф„— собственные функции, отвечающие hy. 
Выписанная здесь асимптотика сводится к общеизвестной с по- 


мощью формул, приведенных в [42]. 
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Приведенная запись первого члена асимптотики собственной 
ункции в определенном смысле инвариантна относительно пере- 
хода к р-представлению. 7 
Предложение. Пусть функции v(x, t), p(a) удовлетворяют 
словиям VEC*, феС*. Решение p(x, Г) уравнения (1.6) гл. 1 с 
начальным условием 
(x, 0) = Kikro(a), Г = {9° (9), р°(о)}, (1.9) 
имеет вид 
(x, ) = Kiar, (2) + 2 (x, 9), (1.10) 


T= {Q (a, t), P(a, ty}, 


где © (<, t), P(a, t) — решение задачи Коши для системы уравне- 
ний Гамильтона 


ВО (а, 1) =Р(а, #), Q(a, 0) =4° (а), (1.11) 
Ра, д — IED, Pa, 0) =p (a), 


t 3 . 
oem A f ее, 2) — 9 [© (<, oh de — + Ind Q (a; 0, 2}, 
$ 12 (x, t) Рах-;->0. 


Таким образом, решение уравнения (1.6) гл. 1 в любой момент 
+ принадлежит с точностью до функций 2, (х, Г) одному и тому же 


‘is © 
классу функций вида К!" гф (<), где y, Г переменны. Это означает, 
что условие инвариантности в определении класса К (см. § 2 гл. 1) 
выполнено. _. 


‘Принцин-соэответствия также будет выполнен для решений-та-.- -- 


кого вида. 

Следствие. ГЛусть носитель Ю функции p(a) достаточно мал: 
Ю={и—=—а=< 0-8} и выполнены все условия предыдущего 
предложения. Тогда, если образ R, носителя R на Г, состоит из не- 
особых точек, то 


J |b, )Pdx > | 9 (ода (1.12) 
о(х) ЕВ: 


и стремится к нулю вне этой области. 
Если же R, целиком принадлежит особой карте, то 


| |Ф (р, Ра} a (a) da 


A(p)eRyz 


и стремится к нулю вне этой области. 
Это означает, что интеграл от ||? либо в х-, либо в р-пред- 
ставлении ведет себя при №Н—0 как классическая вероятность 
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fo (a)da, оставаясь в пределе постоянной вдоль классических ° 


траекторий. Аналогично можно показать, что все квантовомехани- 
ческие величины в пределе при h-—>0 переходят в классические, 
т. е. принцип соответствия выполняется. Таким Op ass: BCE Усло- i 


вия, требуемые в $ 2 гл. 1 от класса К, выполнены для К Ty (2). 

Таким образом, мы получаем переход в классическую механику 
в любой точке x, Ё. Значит, предельный переход существует и в 
фокальных точках (точках поворота), только в этих точках функ- 
цию tp нужно рассматривать в р-представлении. 

Итак, мы видим (и увидим далее в многомерном случае), что | 
переход в классическую механику (а аналогично и в геометриче- 
скую оптику) соверщается в любой точке. Чтобы в этом убедиться, 
нужно лишь перейти к соответствующему представлению функ. 
ции %p. 

5. Асимптотические ряды. Поскольку в дальнейшем речь всегда 
будет идти об асимптотических рядах, то и знак равенства мы 
условимся понимать в некотором «асимптотическом» смысле, Ko- 
торый мы сейчас определим. 

Будем говорить, что функция FY (x, Ё) со значениями в Н экви- 
валентна нулю, если для любых целых М,, М», № функция 
AiiNevs ОНА (x, 1) 

OxN2 GyNs 
xeER", te[t—e, t+e], e>0. Будем отождествлять функции, раз- 
ность между которыми эквивалентна нулю. 

Таким образом, функции от x и Ё факторизуются по подпро- 
странству функций, имеющих бесконечно много ограниченных про- 
изводных и принадлежащих О (А®). Мы будем рассматривать так- 
же т со значениями в банаховом и счетно-нормированном 


ограничена по норме в Н равномерно по 


нечно а полагаем эквивалентными нулю. ` 

Все равенства, которые в дальнейшем будут написаны для 
функций от х со значениями в банаховом или счетно-нормирован- 
ном пространстве, справедливы лишь с точностью до функций, 
эквивалентных нулю. 

Далее, если мы говорим, что функция f(x, t, й) дифференцируе- 
ма М раз, то это значит, что все ее N производных по x, # ограни- 
чены при AO. Если f(x, t, о) — функция со значениями в банахо- 
вом (или счетно-нормированном) пространстве, то №-кратная диф- 
ференцируемость функции означает, что ее N производных ограни:- 
чены по норме в этом пространстве (или соответственно ограниче- 
ны все нормы счетно-нормированного пространства) равномерно 
по A при h—0. 

Рассмотрим функцию е'(х, hk) (a=) в окрестности точки h=0, 
Пе i (a, A). nate говоря, 


(or, N= > At ^ Oe (at) + 0 (1). (1.13) 


0a” 
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Слагаемое О(#®) означает, что написанные ряды асимптотические 
при #—0. Пусть, далее, е'(а, 0) =е' (а) (=1, ..., М), где е*() 
принадлежит разложению единицы по атласу . Заменим теперь 
в выражении Ктф(а) функцию е'() на e'(a, h). Получается 
семейство операторов, зависящих от h. Мы будем их обозначать 


‚о arn Pare 00 
через Кг, Кг, Куй гл. Таким образом, запись КИнг.:Ф (a) 
не определяет вида е'(а, h) при #==0. Заметим, что два члена ука- 
занного семейства равны, вообще говоря, лишь с точностью до 


О (№): Bees es - -- 
Rye pn (а) = KAP np (a) И + О(®). 


Аналогичным образом определяется оператор Кр. где А — по- 


ложительно определенный оператор, Ю.— его резольвента (А—2)-*. 
В этом случае в формулах (1.13) надо заменить A на R,. При этом 
e'(a, Ю.) и все их производные по о будут ограниченными опера- 
торами в Я, зависящими от параметра a. 

Аналогично, если ф(%) — функция со значениями в счетно-нор- 
мированном пространстве, которое является пересечением банахо- 
вых пространств В,, ..., Вх, ..., BisSBi, а А — оператор, удовле- 
творяющий в каждом из этих пространств условиям п. 4 $ 1 гл. 1, 
то e'(a, R.), где Ю.= (А—г)-! являются непрерывными оператора- 
ми в В”, причем e‘(a, 0) — числовые функции, являющиеся эле- 
ментами разложения единицы. 

6. Квазиклассическая асимптотика решения задачи Коши. 
Пусть функции v(x, #), p(a) принадлежат С°”, p(a) финитна и 
пусть решение 1р(х, #) уравнения Шредингера 


op ff 4 Pee: 
inc =| are )] p= Ay (1.14) 


удовлетворяет начальному ‘условию’ ` С. 


ф(х, 0) = КИг.нф (©. (1.14’) 
Тогда p(x, #) представимо в виде 
ф(х, 9 = КУйтьл $ (@), Г: = {9 (о, 9, P(a, 8}, (1.15) 
где 
Г.=Г, во=Р, Р=—09/00, 
t 
a я. о. 1 fPi(a®, t) о 
= — = Ind Q(a°: 0,9 + y = о [0 (а, т), 5} de. 


Пример. Теперь мы покажем, какой вид имеет в конкретных 
случаях выписанная выше асимптотика решения уравнения Шре- 


дингера. 
Предположим, что начальное условие для уравнения (1.14) 


имеет вид 


w(x, Фо) ех {Feat , (1.16) 
101 


где o(x) — финитная функция с носителем [—1, 1], fC, f(0):=0. 
Это есть условие вида (1.14) при 


Г= {49° (а) =а, р’(а) =Р(а)}, 
-ае[—1—в, 1+8], e>0, @а=0, 1°=0. 


Канонический атлас состоит из одной неособой карты, е' (<, h) 520 
при —1=а=1. 

Пусть пересечение прямой д=х с кривой Г, = {О (а, t), P(a, t)} 
‘при всех хе(х’—б, х’-6) не содержит особых точек; тогда оно 
состоит лишь из конечного числа точек <", ..., а”. Пусть 1— ин- 
декс пути О (о; 0, №), т. е. число нулей функции ОО (7, т) [д при 
О=т=Ь5 (<, t) — решение уравнения 


dS/dt=nC?/2—v(Q, 1), 
удовлетворяющее условию S(a/, 0) =f (a). 


Поскольку f(&%) = ради 
190,04] 
t 


S(a, = { pdg+ ( {9 ооо, 9, bdr 


[0,0] 


: 
= | (a 50 [О (0, т), oI dt + \ р 


110,9] 


то решение можно записать в виде 


—й 
х 


: imy! . aq, 
» (x, t) = У exp {— oy p [x (x, #)] Pn (ai (x, 8,1 


11 


xexp {2 Sta (x, 0), 2} + AO(x, ь в, (1.17) 


где O(x, ¢, А) ограничена при k—0 в окрестности точки x=’. 

Этот результат может быть сформулирован ещ двумя различны- 
ми способами. 

Пусть точка (х, #) не является фокальной ни для одной из экст- 
ремалей функционала 


x,t 
о | 1—0, 4 (1.18) 
9 
т.е. все решения задачи 
ид == = и 
9 (0) =Р 19 (0), a) =x (1.19) 


удовлетворяют условию (449 (0) /4х)-!:5-0. Тогда задача (1.19) име- 
102 


eT лишь конечное число решений 
9: (т), sees 9x(t), О=+= 


# 
| exp {2 (®)} + 000, 


(1.20) 


фр (x, В) = 


> 


a @ {av (0) 


где Yys— число фокальиых точек на пути 9.(т) при 0О< +=. 
Предположим, что решение уравнения pX = — 5х x (Х, t) удо- 
влетворяет условиям 


XO) =%, wX = L(x). 


Рассмотрим множество M(x) решений уравнения Х (хь, t) =x. Если 
М(х) не содержит фокальных точек (т. е. точек, в которых 


р 
Эй —0), то оно состоит лишь из конечного числа точек хо’, ... 

Xo 
.., № которые являются функциями OT x H ft: x)’=xX,/(x, В, ... 


жж = xk (x, t). Пусть \’— индекс пути X (xf, 0, Е), т. е. чис- 
ло нулей производной a (x/, т)при O<t<t, S(x, ¢) — решение 
IX; 


уравнения dS/dt= pX?/2—v (x, t) при условии S(x%, 0) =f (x0). 
Тогда 
& 
vee, =) exp{—} ote, ce, О (al (x, 0, 01 "x 
j=1 
x exp {54 t), )} + 01h). (1.21) 


Пусть теперь пересечение прямой q=x’ с кривой Г, = {О (а, ft), 
P(a, #)} есть отрезок р’<р=р”: Следовательно, для pe {p’—e, 
p’’+e} из P(a, г) =р получаем a=a(p, t). Тогда решение w(x, #) 
представимо в виде 


p(x, = dls sine +) EDF = orem Ix— Q(a(p, 9, an\| S x 


x [a (р, 2), f] [* exp {= S{a(p, 8, 1} 4р + VRO (x,t, h), (1.22) 


где 1, = [р’, р”], 
Fip)={ р [2 р"] ; 
0, pélp —e,p + €], 
— гладкая функция, Y— число фокальных точек на какой-либо 
траектории Q(a(p, t); 0, #) при рЕ[р’, р”], a Ф(х, Ь h) равномерно 
ограничена при й-—0 в окрестности точки х=х”. 
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Заметим, что если р’=р”, а точка д=х’— особая, то интеграл 
(1.22) можно упростить, разложив подынтегральное выражение в 
ряд в окрестности точки р=р’ и ограничившись первыми членами 
(см. [42]). 

7. Асимптотика решения системы уравнений. В общем случае 
можно считать, что функция ф(о) на многообразии Г есть сумми- 
руемая по Бохнеру функция со значениями в банаховом простран- 
стве В. (Впрочем, во всех конкретных случаях табл. 1 p(a) есть 
просто вектор-функция, т. е. В конечномерно.) 

В качестве примера рассмотрим уравнение 


in ——* FY + AR(x, Эф 0 (x, 0 т, (1.23) 


где R(x, t) — ограниченная бесконечно дифференцируемая rXr- 
матрица, v=C~. Пусть 


(x, 0) = Kirn (© е (2), (1.24) 


где (a) — финитная суммируемая функция, [() = {1 (<), ... 
.., l(a) } — вектор-функция, |1(<) | =1. Тогда 


t 
W(x, 0 = KY, a (2) eXD | § RIQ(@, 0), 2 a 1(е), (1.28) 


7 
где выражение exp {i { RIQ(a, т), t]dt}l(a) обозначает функцию 
0 


f(a, t) со значениями в В, удовлетворяющую уравнению 


eh = IR [О (с, 1), “f(a, 4), F(%, 0) =1 (9) ЕВ, — (1.26) 


Г., О, Р определены выше, а. 


—1 BQ? (x, т) __ 9 ah tap Oe 
y= mal 5 v(Q(a°, т), т) 4 5 IndQ (a; 0, t). 
о . 


8. Поведение разрывов решений гиперболического уравнения. 
Чтобы получить асимптотическое разложение разрыва решения 
гиперболического уравнения, необходимо определить канонический 


° ‚д 
оператор КАТ» для случая, когда оператор А равен i = (cm. § 1 
Tv 
гл. 1), т. е. не является положительно определенным. 


Рассмотрим теперь случай, когда оператор А отрицательно 
определен. Полагаем 


Read KoA 
КТ =К?Аг. 
Если оператор А не является знакоопределенным, то разложим 


пространство Н на сумму Н=Н*+--Н- таких, что сужение опера- 
тора А на Н+ есть неотрицательно определенный оператор А+, 
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а сужение оператора —A на Н-— неотрицательно определенный 


оператор А-. 
Пусть ф(&) =Фф+ (=) +ф- (<), где 


ф*(&)ЕН+, ф-(«)еН-. 
По определению положим 
КАФ (©) = KETO (a) -- КА т” (2). 
Например, когда А = 1 — оператор в пространстве Н= 
=L,[—oo, co] функций от т, i= прямая p=0, g(a) =6(t)f(q), то 
6 (1) =5, (т) + 5- (т), где 5, (т) = { ide, а*) 5- (т) = 6,(t). Поэтому 


0 


Куй pf (9) 8 (x) = 21 (x) Re e%, (т). 
dt" 


Перейдем теперь к. изучению поведения разрыва решения ги- 
перболического уравнения. be 
Рассмотрим решение u(x, у, t) уравнения 


Pu 


ди ди 
Е, 
удовлетворяющее условиям 
u(x, у, 0) =8(y—yo) p(x), us’ (x, у, 0) =0. (1.28) 


Пусть коэффициенты уравнения достаточно гладки, p(x) финитна 
и имеет компактный носитель. Положим A=i0/Oy. Тогда А-харак- 
теристическое уравнение имеет вид 


9$ 2 В 9$ 2 . 
ао ((8+ 1-6 
Оно распадается на два уравнения 


OST "Ех. ву (=)'+ 1, У=1, 2. 


Ot 
Пусть Q*(a, t), P’(a, t), S’(a,t) (v=1, 2) — решения систем 
5У—(— pv OF av — (ум OL = 2 
р же, НжеФду +i, 
95° У oH v_ eg, 0. 
== (— 1) [#— y ac! mA 1.29 
OF Poe Ver ia 


удовлетворяющие условиям 
(0) =“, p’(0)=0, 5$°(0)=0. 


*) Об обобщенных функцнях см. [9]. 
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Решение задачи (1. a — (1.28) можно представить в виде _ 
u(x, у, В == у „г & ry $ (9989 — Ye) + Fe, у, zt), 
N= 
где F(x, у, 2) — ограниченная функция, a IQ (у=1,2) есть мно- 


гообразие p=0, Г? (у=1,2) — соответственно сдвинутое много- 
образие p=0 вдоль траекторий системы (1.29), 


(= + S*(@, + я Ind Q” (0; 0, 1. 


Далее, если точка x, ¢ не является фокальной ни для одной из 
траекторий Q*(a; 0, #) (w=, 2), то существует конечное число pe- 


шений a (x,t) (j=1,. , Rk”) уравнения 
Q* (a, t) =x 
и решение u(x, y,¢) может быть представлено в виде 
г В Vv № 
(©) ixy 
их — __ Reewp|— | ии 
vat f= У 90° (a¥, 1) | 
Г | aay 


Е $ (©, 1)) ами Е (x, У, 4), 


где F(x, у, #) — ограниченная. функция. 

Таким образом, мы видим, что если число фокальных точек на 
траектории Q*(ay; 0, нечетно, то разрыв решения имеет вид 
полюса первого порядка; если же число фокальных точек четно, 
то разрыв имеет вид 6- функции. 

$ 2. Многомерный случай ‘' 

Многомерный случай мы будем исследовать по тому же плану, 
что и одномерный. 

1. Топологические предложения. Мы будем. pacuarpanets глад- 
кую п-мерную поверхность д=9 (а), р=р(«), а=(а.,..., An) в 2n- 
мерном фазовом пространстве 4, р или, точнее, гладкое п-мерное 
подмногообразие (возможно, открытое) T={g(a),p(a)} 2п-мер- 
ного евклидова пространства, для которого выполняется условие 
(2.2) гл. 1 в каждой локальной системе координат a. Такую новерх- 
ность мы будем называть лагранжевым подмногообразием Г. Ус- 
ловие (2.2) гл. 1 означает, что ф рад на Г локально не зависит 


от пути. 

Множество М многообразия Г, удовлетворяющее условию 
Dq/Da=0 (как обычно, Dq/Da обозначает. .4е{99./де.|), называ- 
ется особым *). 


*) Относнтельно проектирования на плоскость Res! a Е 
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Лагранжево подмногообразие T={q(a),p(a)}. обладает заме- 
чательным свойством, которое позволяет обобщить понятие кано- 
нического оператора на многомерный случай. Это свойство выра- 
жается следующей леммой о локальных координатах. 

Лемма 2.1. Для любой точки о’ на лагранжевом подмногооб- 
разии Г существует поворот осей 4—=А9, p=Ap такой, что некоторая 
окрестность точки с’ взаимно однозначно проектируется на одну из 
п-мерных координатных плоскостей вида 4:=4.=...=аь==рь.1 ==... 
= р, ==0. | 


Заметим, что преобразование вида | 
4=Ад, p=Ap, (2.1) 


eee 


где A — унитарная матрица, является каноническим. Напомним, что 
каноническим преобразованием является такое преобразование, 
которое оставляет инвариантным условие (2.2) гл. 1. Координаты 
вида f1,---5 Dry 4ь+ь...,@", В Которых О%,/)ат“0, будем называть 
фокальными координатами точки &. Например, в двумерном слу- 
чае утверждение леммы означает, что если ранг |04./де,;| равен 


OP. 

|e Если же ранг ||0q;/0c,|| равен | и много- 
© 
7 


образие Г находится в общем положении, то проекция подмногооб- 
разия особенностей М на плоскость 4 может иметь вид кривой \. 
В этом случае 4, ортогонально 1, а 4. направлено по касательной 
k y. Утверждение леммы в данном случае означает, что отображе- 
ние окрестности точки ace=M на плоскость fi, G, взаимно одно- 
значно. 

Эта лемма может быть использована при выборе локальных ко- 
ординат (локальных карт лагранжева подмногообразия). Действи- 
тельно, мы можем в качестве локальной системы координат окрест- 
ности точки &е=Г всегда вместо о.,...,о„ брать фокальные коор- 
динаты этой точки [:,..., Day дьч1,...,4».- (Для произвольного под- 
многообразия это не имеет места.) Всякий компакт на подмного- 
образии Г мы сможем покрыть конечным числом областей, каждая 
из которых взаимно однозначно проектируется на одну из коорди- 
натных плоскостей вида pi, ..., Day Gast. --., ат: В качестве локаль- 
ных координат в такой области примем fy,..., рь, йь+н,...,@» (ло- 
кальная карта Q,). В каждой локальной карте ©, существует точка, 
в которой 


нулю, то det 


(При k=O это любая точка карты.) 

Выбрав произвольно одну из таких точек, назовем ее центром 
локальной карты. Система локальных карт такого вида, покры- 
вающих компакт R, составляет канонический атлас компакта КЮ. 
Множество центральных точек обозначим через Z. 
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Gis caer Gn 0 
peli eran He- 
hy, ween a, ) са 3 


особыми, так же как и карты, у которых Е=0. Остальные точки и 
карты назовем особыми. 

Введем индекс пути /[<', а] на лагранжевом многообразии. 

Рассмотрим лагранжево многообразие в общем положении от- 
носительно проектирования вдоль координат р. Оказывается, что 
в этом случае подмногообразие особенностей М имеет размерность 
не более n—1 и ранг матрицы ||09;(a)/Ox,|| при «еМ меньше n—1 
лишь для размерности, меньшей *) n—2. Фиксируем точку a@=M. 
Произведем канонический поворот вида (2.1) и в качестве локаль- 
ных координат будем рассматривать ее фокальные координаты 


Назовем точки, в которых якобиан i( 


Dau qa eee ‚ д». 
Иначе говоря, мы возьмем каноническую карту с центром в точ- 
ке a. Таким образом, локально 4:=4: (р, J2,..-, Gn) на подмного- 


образии. Проведем в этой точке единичный вектор е, касательный 
к многообразию, параллельно р: в направлении возрастания 04./ 
/дре, т. е. изменения 04./др, от отрицательных значений к положи- 
тельным. Заметим, что в общем положении производная 04./др, 
будет менять знак вдоль G, при переходе через a’. 

Таким образом, получаем нормальное поле на подмногообра- 
зии М. 

Пусть точки a! и ©’ — неособые. В качестве индекса (одномер- 
ного) пути По, @?] мы будем брать индекс пересечения этого пути 
с подмногообразием М. Таким образом, если путь пересекает под- 
многообразие М в направлении вектора J, то значение индекса пути 
увеличивается на единицу. Если же он пересекает М в противопо- 
ложном направлении, то значение индекса пути уменьшается на 
единицу. 

Мы введем сейчас другое определение индекса пути, которое 
. использует. лишь тот факт, что в. общем положении размерность. М 
не превосходит п— 1. 


Пусть точки а! и a’, принадлежащие одной и той же карте Q,, 
являются неособыми. Мы определим индекс пути [[a', a?] как раз- 
ность индекса инерции матрицы 


в,— 98|  —| 93 @ @) 
OP; || rece 94:99; Wy rece 


в точке a=’ и индекса инерции той же матрицы в точке G=a’. 


Индекс пути Ца’, ®"], если a” — центральная точка карты OH , 
а с’ — неособая точка этой карты, равен индексу инерции матрицы 
В» в точке с". 


*) Еслн ранг матрицы [09: (а) /0%;] равен n—r, то dim М==и-—г, если Г нахо- 
дится в общем положении. В доказательстве теорем, однако, используется лишь 
тот факт, что dim Msza—l. Все остальные свойства подмногообразия в общем 
положенин нспользуются лишь для иллюстрации. 
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Теорема 2.1. Indi[a’,a”], где Ио’, a1, не зависит OT 


карты Фь, Т. е. если Ца’, ®”] принадлежит одновременно Q,,, о’ и 
a” — неособые, TO 


Ind Bg, (c’) — Ind Be, (a”) = Ind By, (’)— Ind By, (<). (2.2) 


Произвольный путь Ца’, ®”] можно покрыть картами. В каждой 
карте определен индекс отрезка пути *). Индекс l[a’,a”] опреде- 
ляется в силу аддитивности индекса. Из теоремы 2.1 следует, что 
Ind [Цо’, &”] не зависит от покрытия и не меняется при непрерыв- 
ной деформации пути Иа’, ®”] в путь Ца’, ®”], т. е. 9 Ца’, a7] 
является гомотопическим инвариантом. 

Теорема 2.2. Индекс одномерного цикла есть целочисленный 
инвариант инфинитезимальных канонических преобразований. 

Пусть 9(#), p(t) — решение системы Гамильтона 4=Н,, рЬ=— Но, 
удовлетворяющее условию 4(0)=4° (а), р(0)=р°(*), где g°(a), 
р’(«) определяют лагранжево подмногообразие Г. Обозначим 
q(t) =Q (a, t), p(t) =p (а, 1). Подмногообразие T= {Q (a, #),р (а, t)}, 
где ¢ фиксировано, является лагранжевым подмногообразием фа- 
зового пространства. Всякий путь До’, «”]<Г отобразится на путь 
L[a’, #7] <-Г.. Определим индекс траектории © (<; 0, {). Предполо- 

п 


жим вначале, что форма > Ap p22; строго положительна. Из- 
i,j=1 

BeCTHO, что в этом случае число нулей якобиана ДО (а, +) /д%х при 

0<т=Ёс учетом их кратности конечно. Это число мы будем назы- 

вать индексом траектории С (<; 0, К (индекс по Морсу). Мы вве- 

дем индекс пути и для произвольного гамильтониана Н, не удов- 
rs : 


летворяющего условию У App 212) > 0. Рассмотрим в (2n+1)- 
t,j=1 
мерном пространстве р, 4, t (n+1)-mMepHy10 пленку R,, являющуюся 
объединением семейства п-мерных многообразий Г. при т, меняю- 
щемся от 0 до ¢. В каждой точке пленки А, в силу леммы невырож- 
дена некоторая матрица типа Вь. Поэтому мы можем покрыть 
пленку Ю; каноническими картами ©, размерности n+1. Мы опре- 
делим индекс одномерного пути, лежащего в пленке, в том числе 
и индекс траектории О (о; 0, 1). Рассмотрим отрезок пути Ца’, о], 
целиком принадлежащий одной канонической карте Q, с локаль- 
ными каноническими координатами 7». концы которого являются 
неособыми точками. Аналогично тому, как это было сделано для 
лагранжева многообразия, определим индекс пути ш4Да!, a7] как 
разность индексов инерции матрицы В,, взятых последовательно в 
точках а’ и а’. Аналогично предыдущему определяется централь- 


*) Прн условни, что подмногообразие особенностей имеет размерность, мень- 
шую, чем п; например, многообразие Г находнтся в общем положенин по отно- 
шенню к проекции. Этого достаточно, поскольку общего положения можно до- 
етнчь сколь угодно малым каноннческим поворотом. 
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ная точка карты и индекс пути Indl {at, a], где a? — неособая точ. | 


ка и 0% — центральная точка, как индекс инерции матрицы В, в; 
точке о2?. Е 
Доказательство теорем об инвариантности будет дано в гл. 7. - 
Там же мы определим индекс пути, соединяющего две произволь- 
ные точки ©’ и a. Для пленки имеет место аналог теоремы 2.1, 
и индекс любого пути BR; определяется в силу аддитивности. 
Мы докажем, что в случае, когда путь есть траектория О (с; 0, #) 
п 
и условие У Н›„р: > 0 при 2:70 выполнено, так определенный 
t,j==1 
индекс совпадает с индексом по Mopcy. 

2. Определение канонического оператора. Пусть на лагранже- 
вом многообразии Г задана финитная функция ф(%)е=С® со зна- 
чениями в гильбертовом пространстве, носитель которой есть неко- 
торый компакт Ю. Обозначим снова через ф(&) класс, эквивалент- 
ный ф(&) в фактор-пространстве $5. Обозначим через  канониче- 
ский атлас, отвечающий конечному покрытию {0 (1=1,...,М) 
компакта К, а через е’(=) (i=1,...,N) — разложение единицы, 
отвечающее покрытию {Q‘}. Напомним, что локальной карте % 
отвечает <-=а'(7,), где 7»= (fi, ..., Das Gens, ---, Gn). Обозначим 
через o(a) некоторую меру на многообразии Г, а через 
Ра (<) /Р9,— производную от нее по мере 4р:...Арь, Agus... 4». 
В частности, если на Г можно ввести ‘глобальные координаты a, 
то можно положить, например, 


Е р д 
O(a) =da,... dan, Do (a) _, 2a це | = 5 
Dye DYp 19 (и) 


Обозначим. через /(х) совокупность номеров всех тех карт атласа 
Fé, которые содержат. точки плоскости g=x. Пусть А — самосопря- 
женный положительио определенный неограниченный опера- 
тор в гильбертовом пространстве Н, $ — фактор-пространство 


Г. (Г, Н)/Р(А), 5/— фактор-пространство 1+(В", Н) (D(x) MD (A). 


Определим канонический оператор КУТ из $ в S’. Этот оператор 
можно рассматривать так же, как оператор из Г.(Г, Н) (простран- 
ство функций с интегрируемым квадратом на Г, со значениями в Н) 
в фактор-пространство 5“. Иными словами, мы определяем кт 
p(a) (феГ.(Г, Н)) с точностью до дифференцируемых функций, 
принадлежащих D(A): 


КАТО) =e У exp {—— ша оо, afl} Фе" (a! Gi), 


a (2.3) 
~ . ~ ~ & ~~ ~ ~ 
| D(o)/Dy |* exp {i \ pdq—> pala’ ба || (a/(ye))| , 
iar.gl py] t=. ие 
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of — преобразование типа Фурье по первым Ё переменным функ- 
ции, финитной по этим переменным с носителем К, т. е. 


ФА (Ye) = 
gftth/4 ДИЗ : | Pe an Spee ~ im Pa 
= jer | > 84 (Pir ..., Рь, Чен, ..-, Gn) Gp, ... ape, 
R =1 


a Y— некоторая линейная функция оператора A. В случае отрица- 
тельно определенного А по определению полагаем 


К\Т = компл. сопряж. (К? т). ‚ (2.4) 
Если оператор A не является знакоопределенным и А-! существует, 
то поступаем согласно п. 1.8 гл. 2. 


4 РР » © 
Теорема 2.3. Для того чтобы канонический оператор КЗ 


не зависел от выбора канонического атласа, путей Цо’, af] u OT 
способа разбиения единицы, необходимо и достаточно, чтобы для 
точек спектра i оператора А выполнялись соотношения *) 


2 фри (поа4) +0 (1), #=ь....%ь (2.5) 


где интеграл берется по Е-му базисному циклу подмногообразия Г, 
|, — индекс этого цикла, Е — одномерное число Бетти подмногооб- 


разия Г. 
Заметим, что условия (2.5) накладывают ограничения на зна- 
чения величин /,= фра4. При №,=2 для существования такого А, 


чтобы выполнялось (2.5), достаточна несоизмеримость J, и Is. 
Поскольку ф рад и & инвариантны относительно канонических 
A o › © 
преобразований, то, очевидно, указанное свойство оператора Kk? 
также сохраняется при канонических преобразованиях. 
Если начальную точку <’ атласа заменить на точку а‘ и одно- 
временно величину “ заменить на 
ae 
гы т = 
P=Y+A | р44— Та ей, 2, 
ae 
то канонический оператор останется неизменным. 


Замечание. Для получения значений выражения Kit (<) 
в окрестности точки х=х удобно пользоваться следующим специ- 
альным атласом 28 (х). 

Пусть пересечение плоскости (= и Г состоит из конечного чис- 
ла точек a’ (=) (:=1,..., и). Выберем атлас H(z) так, чтобы каж- 


дая из этих точек была центральной точкой некоторой карты Эх). 


*) Снмвол / (mod 4) означает любое чнсло вида [+4п, где п — целое. 
11 


Канонический оператор, отвечающий атласу (=) в окрестно. - 
сти точки х=х, будет состоять из суммы й членов. 
Заметим далее, что при выполнении условий (2.5) 


ae 
K&E 9 (0) = КАР (а), =— Ind Иов, А | pag. 
te 4 


Условия (2.5) независимости оператора KY% от вида канони- 
ческого атласа в пространстве $ в силу теоремы 2.1 и инвариант- 
ности J, сохраняются при сдвиге вдоль траекторий динамической 
системы Гамильтона: Г-»Г,. Мы будем всегда полагать, что К < 
не зависит от разбиения на канонические карты в пространстве 5, 
т. е. что соотношения (2.5) выполнены. 

Пусть теперь ф(%) (al) является бесконечно дифференцируе- 
мой функцией а со значениями в некотором счетно-нормированном 
пространстве. 

Рассмотрим линейные непрерывные операторы е’(а,й) (ae, 
йе (0,1)) в этом пространстве, зависящие от параметров м и A, 
а также от пути Ца’, «| и бесконечно дифференцируемые по a u 
й при A=0, т. е. предположим, что выполняются соотношения вида 
(1.13). Пусть при А=0 эти операторы обращаются в финитные чис- 
ловые функции е* (о, 0) =е' (%), которые являются элементами раз- 
ложения единицы по атласу %. 

Подобно п. 5 $ | заменим в операторе KYS функции е'(а) на 


= & $ a 
операторы e* (а, Ю.). Мы получим семейство операторов =: KF, 


К pes RY% a R,» зависящих от е'(%, К.). 


Теорема 2.4. Пусть лагранжеву подминогообразию Г сопо- 
ставлен канонический атлас 8 с начальной точкой о!’ и некоторый 


рператор- КАТ Г.В. ‘Пусть #-— другой канонический атлас подмно- 
гообразия Г с вой точкой а. Тогда существует единственный 
оператор вида КЗ% к, равный Кит. в,. При этом 


ох a] + А |. pdq. 


efa?, a} 


~~ 
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИИ УРАВНЕНИИ 
C ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 


§ 1. Квазиклассическая асимптотика 


Теорема 3.1. Пусть Г — компактное лагранжево многообра- 
gue, инвариантное относительно динамической системы 


. д : 
Xi == ре, р== — ^^, t=1,...,4, vec”, 
Ox; 


—_=00, & > 0. 


Тогда существуют собственные значения Ан уравнения 
{А Ам [9 (<) —Е]}фк=0, tweLl,[R*], 
удовлетворяющие соотношениям (2.5) *). 
Теорема 3.2. Пусть u(x, #) в уравнении Шредингера (1.6) 
гл. 1 —[n/2]+4 раза дифференцируемая функция, ф(а) дважды 
дифференцируема- 


усть решение (x,t) уравнения (1.16) гл. 1 удовлетворяет на- 
чальному условию 


| фо =^ а, (LL) 
| T= {9° (a), p°(a)}, ‘x= (ок p= (р., ней 
тогда решение (x,t) имеет вид 


(x, д= Кут (a) + 2 (м, 9, (1.2) 


2 
у=—-^ 4009; 0, 9) + a toe — оо, т), oI} de, 


*) Таким образом, при E= E°, An=1/n удовлетворяются условия ф pdq= 


k 
=2л (myth/4)h+O(h?), Е=(1, ..., №), где Ro—uHeno Бетти миогообразия Г, 


— интеграл по Ё-му независимому циклу, i, — его индекс, т» — любые целые 
k 
числа. StH формулы носят название в физической литературе формул Бора — 
Зоммерфельда, или формул кваитования старой квантовой теории. В физической 


литературе, одиако, не были найдены значения констаит fy. Было известно лишь, 
что = 4 [17, 51]. 
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где Q(a, t), P(a, t) — решение уравнений Гамильтона 
2 __ 5 __—_Gv(Q, 2) 
BQ; =— Pi, P; —— 90; » 
Q(a,0)=q°(a), P(a,0)=p*(a), 
T.={Q(a,t), P(a,t)}, 


a } |2. (х, t) [24х—0 при 1—0. 


Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 3.2 и пусть 
носитель Ю функции p(a) достаточно мал, настолько, что его образ 
R, на Г, целиком лежит в одной из карт отласа Fé с локальныти 


#=],..., Л, 


координатами ра, ..., рь Gntirs- ++» Gn- ПУСТЬ 
v (Pi, cory рь, Meats sees Xn) = Diep (x, 2), 


т. е. мы рассматриваем решение ф(х,1) в р-представлении по пере- 
менным Z%,,..., E,. Гогда 


И? (р, sere ‚ рь, Е А ‚ Xa) |? ар: + арьх 


x ды... din ® {oe (a) da, 
R 


и стремится к нулю вне этой области (ср. гл. 2, 7. 3 § 1). 
Обобщение понятия канонического оператора на случай, когда 
оператор А не является положительно определенным, и на случай, 
когда (a) есть вектор-функция со значениями в гильбертовом 
или счетно-нормированном пространстве, проводится совершенно 
аналогично тому, как это было сделано в одномерном случае. - 


Рассмотрим.уравнение (1.13) гл. 1 при а.=0, а.=1, В=0, А=1/й. . 


` В частности, при А=(о,,Н) оно совпадает с уравнением Паули 
(табл. 1, п. 5). 

Теорема 3.3. Пусть решение w(x, Е) (функция со значениями 
в В) уравнения (1.16) гл. 1 при а.=0, аа=1, В=0, A=1/h удовлет- 
воряет‘начальному условию 


ф(х, 0) == Кай, (0) & (9), Г = {49° (09, p°(a)} 


(уравнение Паули; см. табл. 1), p(a) EC” и финитна, g(a) — еди- 
ничный бесконечно дифференцируемый вектор. Тогда 


z 
$ (x, 9 = КУтьнр (ад exp ji | 19 (а, 0,8 а = (о), 
7 0 р 
где a° — начальная точка на многообразии Г, 
У = Ind Q(a°, 0, t) + + $ (©, 4, 
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Q(a,t), P(a,t), S(a, f) — решение системы Гамильтона 


Ни pm Hyg SHS Mp, 
q(0)=9 (a), р(0)=р’(а), S(0)=0, 
H(q,p,t)=[p+A(q, t) ?—®, (9, t), 

P= (Q(a, t), P(a, t)}, 
R(Q, t) = (oz, Н (0,0). 


Для интеграла OT квадрата модуля вектор-функции wp(fi,..-, Dr, 
Я2....&) При начальных условиях, локализованных в окрест- 
НОСТИ ТОЧКИ Х, справедливо следствие теоремы 3.2. Однако для 
интеграла от каждой компоненты вектора ф следствие выполняться 
не будет. Для уравнения Паули это означает, что классической 
Частице соответствует некий вектор (спиновая ось), который меня- 
ется вдоль траектории по закону 


t 
r (a, t)==exp i! R(Q(a, т), tT] dt) г (а, 0), 
о 
т. е. спиновая поляризация имеет классический предел. 


8 2. Асимптотика решений релятивистских уравнений 


Рассмотрим уравнение (1.16) гл. | и предположим, что его ко- 
эффициенты принимают значения, приведенные в табл. 2 с 1-й по 
4-ю строку (уравнения: волновое, Максвелла, Дирака, Клейна — 
Гордона ~- Фока). оз 

Таблица 2 


® (x, 1) с? (x, ft) А (x, 2) 


Уравнение 


Волновое 0 са(х, #)>0 0 0 0 0 
Максвелла |с2(х, )>0 0 = 08 0 cM. 
, табл. 1 

Дирака Ф (х,1) | c?=const | А (x, t) = | me—const 0 Cr dares 

потен- =A, (x, t),-.. ie (©, #) — 

циал wey An (x, 8) —i(a, Е) 

Клейна — векторн. 
Гордона — потенц. 


Фока > » » » 0 0 
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LY 


В этом случае уравнение (1.16) гл. | можно переписать в виде 


[=- iA® (x, a] ay J (x, t) (У + iA А (х, 2)? at А] i 


+ 3 Be(x, О АВС, yp (x, д=0, (2.1) 


k=1 


где w(x, #) — вектор-функция: p(x, #) = (ps, ..., ps), а коэффициен- 
ты принимают одно из четырех значений TAGs. 2. 
Характеристическое уравнение для (2.1) имеет вид 


[= — O(x, 5] — (x,t) (УЗ -НА(х, 9] + у} =0. (2.2) 


Двум ветвям решения этого уравнения (относительно 05/01) 
ae = H’ (x, VS”, 8, 
(2.3) 


НУ (x, р”, ) =O (x, 2) +(—1)" с(х, NV py FAC, OP +H 
соответствуют две (у=1,2) системы бихарактеристических урав- 
нений 

. % ГУ м 
Е OH” (4°, р’, д 


дру , 
(2.4) 
a Эн” (14°, ру, t) ГЫ 
es ‘ bel Sse gs Ty 
= (Gi, +++ 9»), Р=(Р.,..., Ра), v=1, 2, 


| SY == HY 3 ИН о п 
$ 


Пусть 4 (0) =4° (<), р(0) =р°(«), 5°(0) =0, Г{4° (), p°(a)} — лагран- 
жево многообразие. Обозначим 


(о, th=qr(t), Pr(a, t)=p*(t), 


S* (a, 9 = sv (A), Г? = {Q" (a, 4), P” (a, 1}. 


Имеет место следующая 

Теорема 3.4. Пусть r’(a) (у=1,2) — две произвольные edu- 
ничные бесконечно дифференцируемые вектор-функции, а 9”(а 
Saez 1, 2) — произвольные финитные функции на Г со значениями 3} 
в Н. 


(2.5) 


*) Можно также брать ф (<) со значениями в пространстве обобщенных функ- 
ций в Н. Если А = ‚ то ф”(&) может быть равно обобщенной функции т: 
6 (т), 0 (<), tt, ... 
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Существуют решения уравнения (2.1), которые могут быть 
представлены в виде 


_ ewe ва, 9, Leta) + Algo Ом 
КАТА, До), 0] ire DEAD (HH, Pte) © * 


t п 
хехр | |4 |5 Р} (а, #) Вь [Q” (a, 0), 4+ R[Q” (a, 8, | at rv(a), v==1, 2, 


o (k=1 


y= —S" (a8, )— = Ind Q" (2°, 0, 9. 


Коэффициенты (5Ж5-матриц ей (%)) для w(x, #), зависящие 
от Ё как от параметра, могут быть найдены после подстановки 
’(x,?) в уравнение (2.1) и приравнивания нулю коэффициентов 
при степенях R,. Такая процедура возможна в силу теоремы 3.4. 

Элементарным образом может быть найдено решение 1p(x, #) 

2 


уравнения (2.1) как линейная комбинация > Cyip’ (x, Е) указанных 
v=1 
решений w(x, 7), удовлетворяющее начальным условиям вида 


(x, 0) = КА ла (a) (a), (0-0 
(при произвольных ограниченных SX 5-матрицах е,(%)), или 
(x, 0)=0, 22 (x, 0) = КА. (a) F(a) 


(при произвольных ограниченных SX 5-матрицах &,;(a) ). 
В пространстве $ (т. е. в нулевом приближении по R,) в первом 
случае, например, нужно положить 


4” (%) = O (9 (a), 0) +(—1)” (4 (4), 0) V1 р” (<) + А (a), ОР 


и взять полусумму решений w(x, Е) (v=1, 2). 


§ 3. Примеры и следствия 


Если H=L,[1, со] — пространство функций от w, a А — опера- 
тор умножения на &, то поставленная задача в случае уравнений, 
волнового и Максвелла, является задачей о коротковолновой 
асимптотике решений этих уравнений. В частности, когда Г, при 
t=0 есть плоскость р=ро, параллельная координатной плоскости 4, 
то решение w(x, ¢) соответствует случаю, когда в начальный мо- 
мент имеется плоская волна импульса р.. Подробно физический 
смысл такой постановки и связь ее с приближением геометрической 
оптики изложены в 5-м издании книги Куранта и Гильберта *). Там 
речь идет о постановке и решении задачи в малом, т. е. при таких 


*) Кураит Р., Гильберт Д. Методы математической физики — M— JL: 
Гостехиздат, 1951. 
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t<t,, при которых бихарактеристики не пересекаются и якобиан 
DX/Dx, не обращается в нуль (ср. п. 1$ 1 гл. 1). 

Из (2.6) следует переход от волновой оптики к геометрической 
в целом. В частности, для p(x, Ё) справедливо утверждение, анало-. 
гичное $ 1, п. 1. Получается также, что поляризация решения урав- 
нения Максвелла имеет коротковолновый предел, а значит, может 
наблюдаться в геометрооптическом приближении. Каждому гео- 
метрооптическому лучу нужно поставить в соответствие вектор e(Z), 
который меняется вдоль луча. Для электрического поля Е вектор е 
имеет вид Cr=Vp/eu, для магнитного H ен=У=/ ни, где и — единич- 
ный вектор, удовлетворяющий уравнению (ср. [52, 37]) 


< = — (и grad Inn) p(a, В, (3.1) 


где n=cYus. Эта формула справедлива для любого времени Ё. Та- 
ким образом, наличие фокальных точек не сказывается на класси- 
ческой поляризации: поляризация не меняется при переходе через 
фокальные точки. 

Аналогичное утверждение справедливо и относительно поляри- 
зации спина уравнення Дирака (см. [6.63]). Два решения vp’ (x, #) 
(v=1,2) в уравнении Дирака соответствуют электрону и позитро- 
ну [45, 47]. 

Начальные условия уравнения Дирака удовлетворяют соотно- 
шениям (1.24) п. 6$ 1 гл. 1. Эти соотношения накладывают orpa- 
ничения на векторы Г’(%) (у=1,2) в формуле (2.6). Именно, ока- 
зывается, что вектор Г”(а) является нуль-вектором характеристиче- 
ской матрицы 


CY = (—1” У (СУ Е сА- ла . 1 — — 
— Sa (5. weeny) Е витая, 8.2) 


k=l ke 


где / — единичная матрица. 
Ранг матрицы С” равен 2, поэтому существуют два линейно не- 
зависимых вектора г; ({==1, 2), которые она переводит в нуль. 
Система векторов 7; (i=1, 2, у=1, 2) образует базис в четырех- 
мерном векторном пространстве, поэтому любое решение уравнения 
Дирака, удовлетворяющее начальному условию p(x, 0)= 


a C2 
= Кг.» Ф (4), можно представить в виде линейной комбинации вы- 
ражений (2.6), если положить в этой формуле 


ri=ry (v=1,2, i=1, 2). 


Рассмотрим решение wp'(x, f) волнового уравнения, удовлетво- 
ряющее начальному условию 
д 


(x, 0 = (xexpiAf (pg, ARIZ; 


g— обобщенная функция. 
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Пусть начальное многообразие Г== {g=a, p=grad | (*)} удовлет- 
воряет соотношению 


| 0° (<) [267 (a, 0) = сопзё. (3.3) 


Пусть плоскость 4=х пересекается с Г, только в неособых точках. 
Тогда число этих точек. конечно. Иначе говоря, точка (x, #) не яв- 
ляется фокальной, и уравнение Q (<, #) =x имеет конечное число ре- 
шений a',...,a*. Поскольку они зависят oT x, Ь будем писать 
а! (х, #) (i<i<k). 

В силу (2.6) решение 1' (x, Г) имеет вид 


& 
p(x, д = c(x, 2) У @ [al (x, A] ct [04 (x, 1), О] x 
{=1 


x |aet | 92. a (x, д, а] [ве [ее [9 иное ai} |* 


х Ё + > Pm [94 (x, £), | в: &, (3.4) 


т=1 


где 1’ — индекс по Морсу пути © (0%; 0, #), т. е. число нулей 
7 
J (<, к при О<т< Е. 


После подстановки выражения (3.4) в волновое уравнение и при- 
равнивания нулю коэффициентов при степенях А, получим, что 
фи [се (х, t), | удовлетворяют уравнениям 


„19$ с (а, 0) АТ с19 (©, 8,1 
iA: m = J alt ь Lait A —=— Фи, ‘^ 
а c(Q(a/, 4), #] VIF MN Dats e(a’, 0) Vis (Г, t)| ae 


где Of, 4— оператор Д’Ламбера в «криволинейных» координатах 
ai, t 

Пусть = (5); тогда 
Re[ exp {—- ik exp'{if ta! (w, 1-2} o(n)| = 


(—17" 9 — fF fad (x, ЭП] при y! четном, 
= (Ss пы —1)/з 
x 


In|t— {10 (x, 91| при 7’ нечетном. 


Совершенно аналогичное утверждение справедливо относительно 
p(x, Е). Отсюда получается решение задачи (1.1)—(1.2) гл. 1 в 
целом` в случае, когда точка (х, #) не является фокальной. 

‚ Если точка (x, #) — фокальная, то асимптотика решения по тео- 
реме 3.3 представляется в виде интеграла такой кратности; каков 


119 


90; (<, t) 
== в точке (x, 8). 


дефект (порядок минус ранг) матрицы 


Рассмотрим здесь случай, когда многообразие Г, находится в об- 
щем положении и дефект равен 1. 

Пусть задано волновое уравнение с коэффициентом, не завися- 
щим от времени. Предположим, что носитель R функции ф(<) столь 
мал, что его образ К, принадлежит только одной карте атласа 86. 
Пусть 


p (x, 0) =<(=) exp {tof (x)} 


и 
с? (x) | grad f(x) |?=const. 

Пусть рь 2, ..., Zn -— локальные координаты ОЧКОВ 
карты. : 

Обозначим через р: значение импульса р’ в центральной точке 
карты. 

Асимптотика при @—>-oco функции rp’ (x, t) имеет вид 

, г Vig Зе noe: 0, [№ 
W(x, ) = уд с J Е (2:9 | ов х 
21-е 
С 1 (о) exp {icof (x)} exp {iw (x, — Х, (a, 4)) р} dp, + О (Ув), 

где 


«= (ра, Л,, ..., En, t) 
находится из уравнений 
Б!: = Р! (©, 8, 
#:=Q:(a, t), пП12, 


функция F(p.)=1 при pi——<pi<pit >, Е(р!)=0 при 


A> Bite, es pi—e И является достаточно гладкой, yp — число 
; (©, т) 


нулей det вдоль полуинтервала 0<т=5. 


1 
В двумерном случае, например, при наших условиях ранг мат- 


dQ; (©, #) 
ная точка выражается с помощью одномерного интеграла. Напри- 
мер, если проекция многообразия особенностей на плоскость (каус- 
тика) имеет вид неособой главной кривой, x=x’ — проекция цент- 
ра карты, то оси %, и %, направлены соответственно по касательной 
и нормали к кривой в точке x’. Интеграл в этом случае можно уп- 
ростить: разлагая подынтегральное выражение по степеням e, мы 
придем к сумме функции Эйри и ее производной. 
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| не может быть меньше 1. Поэтому любая фокаль- 


$ 4. Система уравнений теории упругости ` 


Рассмотрим систему уравнений теории упругости: 
(A -- и) grad div и + и Аи + grad (Adiv и) + 20 эгад и = pe 


и и (ил, и, из), 


> 


№ 


где A=A(X) >0, p= p(x) >>0, x= (хи, х», X3) а Ламэ), 
p=p(x) (плотность среды) — заданные функции х, принадлежа- 


щие С®, 
ди; a =) 
i 
== = || —— 
leal= |. ae Ox; | 
— аб деформации. 


/ 
Характеристический многочлен имеет четыре действительных 
корня. Им соответствуют следующие характеристические уравне- 
ния [30, 48]: 


sy = в A+ 28 с 
= (— 1) YY EEE | grad 51, o= 1, 2, 


a 
— 1)" y+ “> [гад 53 |, o=1, 2. 


Эти уравнения в свою очередь определяют системы уравнений би- 
характеристик: 


xp 


= (—1)" a5 (5) ет aT o=l, 2, В==1, 2, i=l, 2, 3, 


а 


1 


grad ав (x) | 28 |, 


oc Cc oO © oO 
xg = ae X82, ва), PB=(Ppi, РВ», Pps) 


[y= при В=1, 
в —2 
И + при В : 


Пусть Г8 — некоторое трехмерное лагранжево многообразие в шес- 
тимерном фазовом пространстве: 


с Kel oo. 
T's = {xg (а), ps}. 
Положим в выписанной системе Гамильтона 


3 (0) = (а), 25(0)== 28 (а) 
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и обозначим, как обычно, 
х8 (0 = Xp (Ь а), р8 (== Pat, @), Гы ==АХВ(Ь, a), Pad, а} 


образ лагранжева многообразия Гв при свиге вдоль решений си- 
стемы Гамильтона, отвечающей функции 58. 


Теорема 3.5. Существуют решения uy (o=1, 2) уравнения yn- 
ругости, имеющие следующий вид: 


V ALXS (а, 91-26 [X? (@, 91 
uf a KO PY ‚8, 
Ath, hae р (ХЗ (@, 1) рой 


где i («)еЕС®” (в=1, 2) —Oee произвольные финитные функции 
на Г со значениямив H,a 


т =— Ind! [a°, ]-— А { Adt— У P; an). 
Ha? ae? ] ae 


Пусть n°(a, t) и у" (а, t) — единичные векторы в трехмерном про- 
странстве, ортогональные между собой и ортогональные вектору 
В (a, 2). Существуют решения уравнения упругости, имеющие сле- 
дующий вид: 

0 


79 xy 1 
из =K 4 8p Pa (a) ° Ур [X2 (а, 91 [x? la БУ x 


3 с 
х | (a, 8) cos [ | ‚ УЗ (a, 5) dt-+ 


Sian ian р (ee, ete 5) at, 


где 
п 
т =—- во, о] — A { Hdit— У, Ри, 


о i=1 
10°, 


а gC” (0=1, 2) — любые ое бесконечно дифференцируе- 
мые функции со значениями в 


Обычно оператор А ait, а p(a) — некоторая «разрывная» 


функция т (например, t*, д (т), O(c) ит. д.), умноженная на финит- 
ную бесконечно дифференцируемую функцию @ со значениями на 
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прямой. Линейная комбинация решений и? в силу произвольности 


o . 
функции Ф:; (1=1, 2, o=1, 2) может удовлетворить произвольным 
начальным условиям вида 


— 


= о ди о = 
и (х, 0) Ре Кат, В.о (<), = (х, 0) = K25,,R;Po (a). 


$ 5. Стационарный случай 


Пусть выполнено условие (3.3). Если мы положим А == = ‚ то 


можно будет записать волновое уравнение в виде 
с? (x) Ap—A*p =0. (5.1) 


Это также волновое уравнение по нашей классификации. Если по- 
ложить A=, то мы придем к уравнению Гельмгольца. Переход от 


. 9 } 
i= К оператору умножения на w совершается с помощью преоб- 


разования Фурье. 

Поскольку в физике постановка задачи для уравнения Гельм- 
гольца восходит всегда к постановке задачи Коши для волнового 
уравнения, естественно говорить о решении уравнения Гельмголь- 
ца, индуцированном решением данной задачи Коши для волнового 
уравнения. 

Аналогичная ситуация имеет место для стационарного и неста- 
‘ционарного уравнений Шредингера. 

Таким образом, формально можно определить решение p(x, ®) 
уравнения (5.1) при A=, индуцированное задачей (1.1), (1.2) 
гл. 1, как преобразование Фурье по { (O<t<oo) от решения u(x, Ё) 
задачи (1.1), (1.2) гл. 1 как от обобщенной функции & принадлежа-. 
. щей некоторому пространству обобщенных функций К. Простран- 
ство А при этом определяется поведением функции u(x, t) при too, 
Тогда асимптотическое разложение u(x, К) по степеням R, перей- 
дет в асимптотическое разложение решения p(X, ©) как обобщен- 
ной функции w пространства К (по степеням 1/5). Не уточняя про- 
странство К и пространства основных функций, мы можем сформу- 
лировать очевидное следствие из (2.6): 


= ya Dp (a) 
H (x, ©) == C(x) Kor lx (@)] ++ Ф (х, в), 


где Ф(х, ®) такова, что ®Ф(х, o) принадлежит данному простран- 
ству обобщенных функций К. 

В точках, не являющихся фокальными, мы можем использовать 
формулу (3.4). Однако при #>с0 число №’ может, вообще говоря, 
стремиться к со. Поэтому для улучшения сходимости ряда добавим 


Е 42. 
под знак суммы член ( 1— ) .От этого первый член асимптоти- 


1-Е A? 
ки не изменяется. Тогда преобразование Фурье по # первого члена 
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для функции Грина в нефокальных точках будет иметь вид 


imy® 
2 


tr 


exp {0 i с-? [9 (ие, t)] dt] — 


G(x, §) = Se Е ‚ (5.2) 


k=0 


012 (a*, 0)] (1 Е: 4) 


k yk 
det Е в 2 se 


где О (а, #) — решение системы 


a : Oc72 A 
Q, =P, Ppa SO, i=1,...,%, 


P(a, 0) =a, © (а, 0) =&, | |*=с* (5), 


а a@t=a*(x, ЕЁ), Ё=Ё(х, Е) находятся из уравнения X (ak, Е, №) =x, 
По-видимому, эта асимптотика справедлива и в случае, когда 
с-*(х) =Е— о (х), и мы имеем стационарное уравнение Шредингера 
(уравнение смешанного типа). На примерах можно показать, что 
полюса функции (5.2) (т. е. точки Е= Ep, в которых ряд (5.2) рас. 
ходится) и вычеты в этих точках определяют (приближенно) не 
только собственные значения и собственные функции уравнения 
Шредингера, как это следовало бы ожидать, но и так называемые 
квазистационарные уровни и резонансные точки (ср. [24]). 

Эта формула может быть получена другим методом, который 
дает более точную оценку. Кроме того, можно написать также и 
асимптотику функции Грина в фокальных точках. В настоящей ра- 
боте мы, однако, не будем этого делать, поскольку это требует до- 
полнительных конструкций. 

Формула (5.2), точнее ее аналог для граничной задачи первого 
рода, является обобщением известного метода «отражений», при: 
меняемого при побтроении функций Грина’для прямоугольника. fe 

Задача о коротковолновом асимптотическом разложении реше- 
ния уравнения (5.1), когда с-*(х) =E—v(x), эквивалентна задаче о 
квазиклассической асимптотике решения задачи на собственные 
функции оператора Шредингера 


— AW EO) Y= Хы... , Ke, ee) 
| фах ==1. 


Асимптотика здесь ищется по двум параметрам одновременно: 
h>0, k-oo, (5.4) 
причем так, что kh—->const. В случае, когда v(x) растет как полином, 


такая асимптотика совпадает с асимптотикой по одному параметру: 
В— со. 
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Эта задача эквивалентна задаче об асимптотике решения урав- 
нения (5.1) при woo, с-*=Е—0(х} —эту последнюю задачу мы 
уже ставили в теореме 3.1. Мы сформулируем сейчас более обшую 
теорему относительно решения задачи (5.3). 

Теорема 3.6. Нусть семейство компактных канонических мно- 
гообразий T(E) непрерывно зависит от параметра Ее= {Е°—е, E°+-¢} 
и является инвариантным относительно динамической системы 


—_ 929). 
94; 


Н(р, = = +0(q), (6.5) 


р == ‚ BGP, iml,...,n, 


H|,=E, 
P= (Ра, --., Ра), 4= (Gas ..., д"), 


где (9) при |9|->со стремится к со и является бесконечно диффе- 
ренцируемой функцией. Пусть (EL) — собственная функция унитар- 
ного оператора сдвига динамической системы (5.5), отвечающего 
инвариантной мере o(a), т. е. 


ых, я -. 
bt 7 8 я 
Тогда существуют собственные значения (В) оператора Гамиль- 
тона 


В “Ао, Х=(х.,..., Ха), (5.6) 


такие, что №(В)—Е*-- и (E*)h=O(h*), где Е* — некоторый набор из 
[Е‘—е, Е*--=], зависящий от В и такой, что на T(E*) удовлетворя- 
ются условия 


2 м ‘ 
= Фра (mod4), i==1,...,%, 
t 


где i,— число Бетти многообразия T(E*), ф— интеграл по {-му не- 
$ 
зависимому циклу, l,— его индекс. 
Пусть Е» — спектральная функция интервала AA; тогда 


[Ел — Wek Ol, == О (®), (5.7) 


где Ал = {E*—0(h), E*-+0(h)}. 

Изложенный ниже метод позволяет также найти приближения 
собственных значений с точностью до О (#^), где N — любое целое 
число, и сузить в соотношении (5.7) интервал AA до величины 
О (#"). Таким образом, если точка Е*— простая и интервал 
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A 


E*+O(h*) не содержит точек спектра, TO получается асимптотика 


собственной функции wp, оператора H. 
Рассмотрим уравнение Паули 


Aap = {(— ihV + A(x))?— ©, (x) — the (oz, Н (х))} ф=Еф. (5.8) 
Пусть P(E) удовлетворяет условиям предыдущей теоремы при 


Н(х, р) =[р-А (х) ?—Ф (х). (5.9) 
Оператор вида 


Rai + ie, И) (5.10) 


самосопряжен в пространстве функций с интегрируемым квадра- 
том на Г(Е) по инвариантной мере o(a). Предположим, что и(Ё) — 
его собственное значение, a х(%) — соответствующая ему собствен- 


ная функция. (Заметим, что в случае, когда Ра (например, 


для уравнения Шредингера), то можно положить, в частности, д =0, 
% (a) ==1.) | 

Теорема 3.6, а. При высказанных предположениях выполняет- 
ся теорема 3.6, если положить в (5.5) Н(р, q)=(ptA(q))*—®,.(q) 
и заменить оператор Гамильтона оператором р 


Я, =[—UhV + A(x)? — Ф, (x) — #е(бь, Н(х)). 


Мы видим, что для уравнения Паули к обычному оператору 
сдвига вдоль динамической системы добавляется матрица, харак- 
теризующая изменение спиновой поляризации вдоль траектории. 
Таким образом, спин в классической механике существует, но не 
сказывается на классической траектории *). Однако при наличии 
спина необходимо изучать спектральные свойства не оператора 
сдвига вдоль траектории, а оператора (5.10), поскольку собствен- 


` ные функции и собственные значения оператора R отвечают задаче 


о классической частице, обладающей спином. 


*) О существовании классического предела у спииовой поляризации см. [54, 
37, 66, 69]. В настоящей работе дано строгое доказательство этого факта, полу- 
чена связь с оператором сдвига дннамической системы н изучено поведение спина 
как вблизи фокусов, так и вдали от них. 


ГЛАВА 
УРАВНЕНИЯ С ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


$ 1. Уравнения в счетно-нормированных пространствах 
и задача многих тел в квантовой механике 


Мы остановимся на наиболее общей и наиболее актуальной с 
точки зрения квантовой физики и химии задаче, когда в линейном 
уравнении с частными производными малый параметр стоит лишь 
при производных по некоторым выделенным переменным. Этому 
случаю отвечает задача, связанная с взаимодействием тяжелых и 
легких частиц, которая, например, имеет место в квантовой теории 
молекул или в теории столкновений. 

Таким образом, дифференциальный оператор будет зависеть от 
двух систем переменных. Пусть переменные, при производных по 
которым стоит малый параметр (например, описывающий систему 
тяжелых частиц), имеют размерность п. Тогда в дифференциальном 
уравнении зависимость от остальных переменных мы можем запи- 
сать в виде операторных коэффициентов, зависящих от выделенных 
переменных. 

Например, уравнение 

22 O%p #2 0 


aa a Г (и, 49) 9p =p, (Lil) 


где m, > т», мы представим в виде 
12 op ыы 408 
+ А_(х,) ф== Mp, 


2m, dx? 


rye A(x,) — оператор: 
3 
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А(х!) =— ря on + v(x, Xq), 


зависящий OT x, как от параметра. Оператор A(x,) неограничен. 
В случае, если 9(х,, x2) = С”, мы можем сказать, что он переводит 


пространство \ [В] функций от x, в ** [В]. Таким образом, если 


рассмотреть счетно-нормированное пространство W, [В], то оче- 
видно, что. оператор А (х,) переводит это пространство в себя. 
Функция p(X, х.) может быть рассмотрена как функция от х, 


со значениями в пространстве Wy [В] функций от х.. В общем слу- 
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чае мы He будем конкретизировать счетно-нормнрованное простран- 
ство, в котором действуют операторные коэффициенты, но во всех 
приложениях это пространство есть пространство векторов, нормы 


которых принадлежат Wz [В], где $ — некоторое целое число. 
Рассмотрим в качестве примера еще одну задачу 


Ae [wo ary зая — 9, x) | == Е (x, Xe, t, h), (1.2) 


a | tmp =o (х., Xa, h) р 


Предположим, что все заданные функции принадлежат С® по всем 
аргументам, а выражения 


а 2 
max (33 { | Рбы xp, t, h) an de) | (1.3) 


esis Аа, 
| Г & ai 2 и 
max (> У J |For Yo Gn Xp, h) ar dn) (1.4) 
ограничены при k=1, 2,... Это означает, что F(x, x2, &, В) как 


функция аргументов xX, и "te принадлежит № (В?) и непрерывна 
no tu A. Пространство функций со счетным числом норм вида (1.3) 
или вида (1.4) мы будем обозначать соответственно № [В2, С] и 
Ws [R?, Cy). 

Мы убедимся (см. гл. 5), что решение wp(x,, x2, &, A) задачи (1.2) 
удовлетворяет условию 


hap (x1, X95 Ь п) 2? (Ва, Су. 
Иначе говоря, найдется такое М, что если 


i Я (м1, Xa, Ь, h) = Wi [R?, С, Wo (%1, №2, h) = {R?, Ci), 


hy (x1, Xa» 1, h) S wi) [R’, Cyl, 
причем | 
№—>25 


Мы здесь не выделяли переменных Ё и х:, при производных по ко- 

торым стоит малый параметр h. Однако мы можем рассматривать 

пространство W2 [R?, С,] как пространство WR, С] функций 

oT x,, & h со значениями в пространстве wy ERI функций OT x2. 
Таким образом № [R?,C,] > Wy {R, C,, WY [R}}. 
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Действительно, 


19 рум уси АТ 2% 


cr 


pe ee j_af 
== max |/ - F (4%, В dx, (1.5) 
serY я Naa 


Пусть {8%} — некоторая последовательность банаховых про- 
странств: 


В“ В“, N=1,2,.. 


определяющая счетно-нормированное пространство В®. 
В общем случае мы будем рассматривать пространство функций 


OT 44, X2,---, Xn, Ь В, принадлежащих Wy [В", C,], со значениями в. 
некотором абстрактном счетно-нормированном пространстве В®, 
которое мы обозначим через 


Wr [R’, C,, В”], 


со счетным числом норм вида 


max >, 1 
021 A 
Osh 


4х = Ах. . Xn, Ха = t. 


% 
rakes wee Xn, ty A) as) й (1.6) 
IBN 


Аналогично, через С*[В"+!, C,, В®] мы обозначим пространство 
со счетным числом норм и 


max ХР Ба „хня = ЧР. 
faces fans 9 ian 


oir REN 


Пусть на многообразии Г задан некоторый набор базисных век- 
торов х,(&) (у=1,..., г), принадлежащих некоторому счетно-нор- 
мированному пространству B~ и бесконечно дифференцируемых по 
параметру <, в том смысле, что производные этих векторов по & 
вновь принадлежат В®. 


Канонический оператор Кг», переводящий функцию вида 
г 
> Py (%) Xv (a) 
vV=1 


со значениями в В® в некоторую функцию OT х1, ..., х. CO значения- 
Mu BB”, определяется обычным образом. 

Наасмним, что e'{a, 0) =e'(a)/, где Г— единичная матрица в 
этом подпространстве. Функции {e'(a~)} являются разложением еди- 
ницы по каноннческому атласу 0. 
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§ 2. Асимптотика решения задачи Коши уравнений 
с операторными коэффициентами 


Мы будем изучать асимптотику решения уравнения (3.7) гл. 1. 
Рассмотрим в счетно-нормированном пространстве B”, являющемся 
пересечением банаховых пространств B', В*,..., ВМ, ... таких, что 
В*<=В!+, оператор 

fF (Ps, ...у Pn, Ри, Xi, ones Хз, t, h), 
зависящий от 2n-+3 параметров и отображений В® в себя. Мы пред- 
положим, что оператор H бесконечно дифференцируем по всем этим 
параметрам в области ре», хеЕО., 0 1=Т и что все его частные 
производные отображают В® в себя. 

1) Предположим, что В* — гильбертово пространство. 

Мы предположим, что существует собственное зиачение 
A(p, Pati» x, t) операторов Lv=L (р, Pa+is x, t, 0) И Le = (р, Pa+i> 
x, t, 0), зависящее от параметров р, Paz, х, t. Пусть кратность этого 
собственного значения одинакова для LY, и Ly, не зависит от па- 

* 
раметров и либо конечна, либо 3, == Hy =A(P, Pass, x, 1). Пусть 
собственные функции операторов 57 (р, ри, Х, t, 0) и L*(p, риа, х, 
Ь 0), соответственно | 


Х: (р, Ри x, t), X2 (р, Pa+is x, t), a} xr (р, Pna+is x, t), 
va (p, Рам, x, t), Xe (р, Pa+ x, t), ..-) Xr (p, Рича, x, t), 
отвечающие д, (р, Pais, X, Ё), принадлежат BY и 


det | x7x;] 20. 
Из последнего неравенства следует, что можно выбрать yf 
- (i=1, -.., 7) таким образом, что (x7, х;) =6.. Обозначим через. P, 


проекционный ‘оператор` на собственное `-подпространство.: операто- 
ра Lo, отвечающее A(P, Pris, X, Е), а через Pi — проекционный опе- 


ратор на подпросгранство, натянутое на векторы ХЕ, Ха, -- +> ХХ. 
Предположим, что оператор 


[9Р (р, Ра, *, t, 0) — A(p, Paw, Хх, 2] [1—Р]* [1— Px] 


существует в В® и определен всюду BB”, a 


P(p, Pass, х, t,h) = М Ль(р,х, 1, В) pas. 


k=0 
Положим 
2 2 9 , д . д | 
a — +, —th — th— cscs = 
Lo al ih a t az,’ ih Е 7%, ‚Хи, th) 
$ Ae(—in 2 in ba\ in oY 
= .(— aE Bey? №» +. и, 7 }(—: a) p, (2.1) 


где операторы A, определяются формулой ` 


А+ (— th th, xy, .. ив) P= Ae B26 Y= 


Kn 


Ox, 


= (2nhy" Г elPxlid p { Ag (p, x, врет (Е, 64. (2.9) 


—о 


2) Мы предположим, что решение задачи 


Pp=n'F, 
(2.3, 
д \* 5 
(Gr) = Hy k=0,...,m—l, 
гдеги $» (k=0,..., т—1) — некоторые фиксированные числа, a 


$F =F (x, t, h) и = (>, h) — произвольные бесконечно диффе- 
ренцируемые функции x и непрерывные функции A и Ё со значе- 
ниями в В”, существует и единственно в классе таких же функ- 
ций*). Наконец, предположим, что характеристическое (в смысле 
$ 3 гл. 1) уравнение A(p, Pasi, x, Ё) =0 имеет действительный корень 


р. =Н (р, x, Ё) постоянной кратности и, следовательно, 5-0 
Paw 
Пусть Q(a, t), P(a, t) (0<—1=Т) — решения уравнений 
д OP; 
28 OH fe ee Oa as (2.4) 
at OP,’ at aQ, 


удовлетворяющие начальным условиям 
Ql i= 9 (a), P\rao=p° (a), (2.5) 


принадлежат С® и лежат соответственно в областях ©. и Ор. 

Заметим, что из этих -условий практически в конкретных кванто- 
вомеханических задачах нужно проверять лишь условие постоянной 
кратности и изолированности точки A(P, Pasi, Х, t). Из остальных 
условий нетривиальными для дифференциальных операторов явля- 
ются: а) принадлежность собственных функций х., Х{ пространст- 
ву В; 6) существование решения хеЕЕВ® уравнения 


[32 (р, Pastis X, t, 0)—A]x=F, 


где РЕВ; в) существование и единственность решения уравнения 
(2.3). Эти условия проверяются для уравнений квантовой механи- 
ки с помощью энергетических неравенств. 

При этих предположениях справедлива следующая 


вида max 


*) Этот класс функций F(x, t, й) есть пространство со счетным числом норм 
| (k= I, 2, ...). 

хот 

ОИ 1 


а k 
te F (x, t, h) Bt 
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Теорема 4.1. Пусть T.={q’(a), p’(a)} — лагранжезо много- 
образие, a° — его начальная точка. 

Для каждой финитной бесконечно дифференцируемой по a и 
ограниченной при O<h<1 вместе со всеми производными вектоо- 


функции 
Фо (©, h) = {Фон (%, A), ~~, Фо (a, h)} 
существует решение уравнения 
_ Яф=0, (2.6) 
представимое в виде 
$ Кия У y(t, A) ty LP (а, 9, Q (а, 0,1, (2.7) 
v=1 


где T;={Q(a, 2), hs. и}, си — начальная точка на многообра- 
зии Гь, 


а aa ag] =I) ; 4 | 


а p= {ф. (в, t, №), g(a, Ь В), ..., @ (a, Ь П)} о урав- 
нению 


«(И 
“(У frm?) | 


И: an w/o 10% an \ 9x 
ras) | (ys, Me) OF (ut, Baye) + 


др; др; } Ox; , 


+ 


1—1 


1 п / 4 EKA 
+= 2 2) pas, ad = Span (©, %)— И тб я 


(ma) & 99 


ae =) 
h=o | “Эла 


где ей р=Р(а, #), х=О (а, №, и начальному условию |= 
= Фо (©, 

. В а когда Ly == = 9) =^(р, Р‚-+а, X, В) в предположении, ATC 
ехр {i 


нению 


— отображение В® в себя, ф удовлетворяет урав- 


| ° 
A=0 


Напомним, что равенство (2.7) справедливо с точностью до функ- 
ций, бесконечно дифференцируемых по x иЁи вместе со всеми CBOH- 
ми производными имеющих порядок O(A~). 

Укажем на следующее важное обобщение теоремы 4.1. 

Пусть А —замкнутый оператор с плотной областью спределе- 
HHA ВА) В (i=1,2,...). 
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Аа / 5^. OA OL 
др. at Spa 


=, бр 9х; “Oh” 


Пусть (1+¢A)~' существует и определен всюду в В} (i= 1, 2,...), 
причем : 
(1+ eA) Ie = 1, i=1,2,.. 


при всех =>>0 и при всех г чисто мнимых, и пусть А-' существует. 
Заменим формально в операторе < параметр 1/h на оператор A. 
Теорема 4.2. В предположениях теоремы 4.1 существует *) 
решение уравнения | 


2 i a ia 
—— —, — — — , xt A = 
2 ( А ax’ gp № 0, 


.э 


представимое в виде 


м и | 
p= Кат, очелу- У, Pv(&, 2) xv IP (a, 4), 9 (©, 2), 41, (2.10) 


У=1 - 


где 1, @, Гь’у» Р(а, t), Q(a, #) определены в предыдущей теоре- 
ме, а ф.(а, t) удовлетворяет уравнению (2.9) и начальному усло- 
вию ф.(а, 0) = Фу (а), где Фу(а) (v=1,..., г) — произвольные фи- 
нитные бесконечно дифференцируемые функции. 

Из этой теоремы следуют все предыдущие результаты относи- 
тельно асимптотики задачи Коши. 

Положим в теореме 4.1 т=1, А. =1, а Ad(p, x, Ь В) = 
=? (р, x,t, №). Пусть 2. =? (р, x, Ь 0) самосопряжен в BY. Мы при- 
дем к следствию. 

ь Теорема 4.1, а. В предположениях теоремы 4.1 решение за- 
ачи 


ih P= 2 (b,x, 1, в) $, (2.11) 
- pho = KYU S98 (а, Hey (р? (а), 4? (2,0), (QD ta)” 
v= 
20e 
фу (a, h) = Gr Си, 
может быть представлено в виде 
+. 0 r 
ф==Куасив УФ (а, £4) xv (P (а, 9, Qe, 2), 1), (2.12) 
v=! 


20e a, T,, Pla, t), О (а, Ё) определены ранее, a 
p(a, Ь В) = {pi (a, t,h),...,@(a, &, 2)} 


*) Заметим, что в этом случае в (3.3) надо заменить й Ha 1/A, а Ри bo, оче- 

видно, не зависят от i и принадлежат пространству функций со счетным числом 
га 

норм max (fe F(x, В] 

хот | Ox | 


(Е 2). 
BR 


удовлетворяет уравнению : 


dp _ — a.) 3 (x (= о 
os Ve = ‘Vv Eo yet Kh ae 
dt dt é , др; др; ] Ox; ) 
1 92Н : OZ 
+—> Syed (xs. Xs) ф (2.13) 
2 ra Op,0x, oh h=0 |p —prart) 
x=Q(a,2) 
и начальному условию 
фу (a, t, A) |,_, = у (а, A), VHD) cs gh 


Из общей теоремы могут быть без труда получены асимптотиче- 
ские формулы (в целом) для решения гиперболических систем с ос- 
циллирующими или разрывными начальными данными. 

В качестве примера рассмотрим слабо связанные гиперболиче- 
ские системы. Теорема 3.4 и все примеры гл. | также следуют из 
теоремы 4.2. | 


§ 3. Гиперболическая система 


Рассмотрим слабо связанную гиперболическую по Петровскому 
систему вида 


a Ра 


Lu=—+ 5% Obs. knyy (X42) ——4 | — = 0, (3.1) 


k 
bebe. nas ax... axtnainnt 
Rasi®S, L= (ин, eeey ur) ’ 


THE Gg,...%,,, (x, Ё) при Ё+...-+Ё,..<$ — матрицы порядка г. Вве- 
дем следующие обозначения: через ‹ -- 


A (Ja x, t) 
Ox 9 


обозначим главную часть оператора L: 


A (ee t) = > о —— et, (3.2) 
a aT act... дк тори at 
Rents 
а через 
Gis, AO ey 
( ax’ af?” ) 
— матричный оператор вида 
B(2.2. x)= о и. 69 
Ek bates thay =S-1 ax... axitaf* vt 


Мы предполагаем, что 
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1) кории Н=Н`(х, р, t) многочлена A(p, H, x, t) =0 относитель- 
но Н действительны и различны; 

2) многочлен по р: А(р, 0, x, Е) неотрицателен, причем, если 
|p| =5>0, то A(p, 0, x, t)2=2e>0; 

3) коэффициенты уравнения принадлежат С°. 

Характеристическое уравнение для (3.1) имеет вид 


А (ir x,t) =0. (3.4) 
x 
Корням 
р retnk 88 
x 


этого уравиения отвечает $ бихарактеристик, удовлетворяющих 
уравнениям Гамильтона вида (1.2) гл. 1 при *=1,..., 5. 

Теорема 4.3. Пусть А — произвольный самосопряженный опе- 
ратор гильбертова пространства H, ф(%) — произвольная финитная 
бесконечно дифференцируемая вектор-функция на многообразии Г 
со значениями в Н. При высказанных предположениях относитель- 
но гиперболического уравнения (3.1) существуют такие его реше- 
ния u(x, t) вектор-функции со значениями в Н, которые могут быть 
представлены в виде 


у, OA (p’, HY, 94°, 0 № 
u(x,t) = К" 1 — 2 
( ATpRz oH” f—=9 


-% t —1 
«| dA (ру, HY, 4°. 1) | ees М OA (p%, HY, 4*. 9 : 
dH” oh дн” 


- 1, дЗА (p’, HY, 4*, 2) d?A [р*, H”, 9”, #] у 

xf yp CAC Tg) 1 OA НЧ, _ oB (py, HY, qv, t|\ dtl o(a), ... 
[5 тар + TF (р q p (a) 
(3.6) 


| п 
‘= — > Шао, ao] -- А i (— Hat + Spar). 
Hla? of) ae 


py=P*(a, t), ф= 9° (a, 1), HH’ =H’ [Q*(a, t), P*(a, 2), 2], 


a — начальная точка атласа F,, Ца’, 04]|— путь, соединяющий 
точки ©’ и OF и принадлежащий пленке К.. | 
Этот запас решений достаточно велик, и их линейная комбина- 
ция отвечает решению рассматриваемого уравнения (3.1), удовле- 
творяющему произвольным начальным условиям вида 
ay 


д 


0,0° ; 
oo К дл, в, Фе (<), i=1,...,5, 
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где Г (i=1, ..., 5) — произвольные лагранжевы подмногообразия, 
g:(a} — произвольные финитные бесконечно дифференцируемые 
вектор-функции на I‘ со значениями в пространстве Н. Сюда, в ча- 
стности, включаются случаи осциллирующих и разрывных началь- 
ных условий, рассматриваемых в книге Куранта [19]. Это вытекает 
из следующего замечания. 

Как и ранее, на обе части равенства в теореме 4.3 можно подей- 
ствовать оператором А”. При этом мы получим в правой и левой 
‘частях равенства обобщенные в смысле $ 1 гл. 1 функции. Функция 
Ами (х, г) будет являться обобщенным решением рассматриваемого 
уравнення. Ноэтому, если А, а Н — пространство L,[R] 
функций от т, то мы можем положить O(a) =2 (т){ (а), где g{t) — 
обобщенная функция, равна №-й производной от непрерывной функ- 
ции, а f(a) — финитная функция со значениями на прямой. 

В случае осциллирующих начальных условий. надо положить 
Н=[,[®] — пространству функций oT © на отрезке [1, со], А=е — 


оператору умножения на в, ф(&) =в[(а), g == ЕГ..[В]. Тогда 
Ag=1, Аи(х, t) есть функция, зависящая от параметра o, а 
© о ый 
Кинь, = КоТьию- 
§ 4. Асимптотика собственных значений уравнения 
< операторнымя коэффициентами 


Рассмотрим пространство В®,где Bt гильбертово. 
Рассмотрим оператор 
. д 
т sh), 
Е. - 


п 


^ 


L=L (x. oe e3Xn, — th 


Ox, 


введенный в $ 2. При этом дополнительно мы полагаем, что этот 
оператор не зависит от ¢. Предположим, что этот оператор самосо- 
пряжен в гильбертовом пространстве Ё,[В!] = № [В", В] функций 
OT х.,..., Ж CO: значениями в Bt и что условия 1), наложенные на 
этот оператор в $ 2, выполнены. Сверх того, мы предположим, что 


спектр оператора L не является предельным при А =2°. 
Предположим, что существует семейство компактных замкну- 
тых лагранжевых многообразий Г(Е) без края при 


Eee = (Е‘—ев, Е°-е), 


где =>. 0, такое, что 

1) T(E) непрерывно зависит от Е; 

2) H(p(a), 9(“)) =Е при а=Г(Е) (Н(р, 9) — гамильтонинан 
onepatopa L); 

3) Г.(Е) =Г(Е). 

В качестве меры o(a) на многообразии Г(Е) мы возьмем меру, 
инвариантную относительно сдвигов вдоль траекторий гамильтоно- 
вой системы. В пространстве функций с интегрируемым квадратом 
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на Г по этой мере оператор *) 


_ d . ах! п [4 aH 1 дхн 
R at х dt ) | > др; др; | др; 
1 ден [4 ) ab 
peerage in Ге) i vy к) А 
2 2) др WE? Oh be 


на многообразии Г(Е) самосопряжен. Предположим, что и(Е) — 
его собственное зиачение, а &(%) — соответствующая ему собствен- 


ная функция. 

Теорема 4.4. Пусть {Е} <@ (1=1,. ip) — зависящее от В 
иножество из & такое, что на T(E‘) удовлетворяется система урав- 
нений 


Фр 44 (в) — № (mod 4), 1<k<hy ры 


где ф обозначает интеграл по k-my базисному циклу многообразия 


я р. 
T(E’), 1, — индекс этого базисного цикла, к, — одномерное число 
Бетти многообразия Г(Е‘). Тогда существует подпоследователь- 


ность № собственных значений оператора Г. такая, что 
| =F'—hp(E')+O(h), (4.2) 
а спектральная функция Ex, интервала 


Ал = {a'—o(h), A*t+o(h)} 


оператора L удовлетворяет соотношению. ы - 


| = O(h). (4.3) 
2{R™,BY 


г 


| [1— Esa] К (ЕЙ), в > & ; (<) x (a) 


V=1 


Заметим, что в случае, когда r=—1, a x(x, р) действительна, зада- 
ча сводится к отысканию собственных функций и собственных зна- 
чений оператора сдвига вдоль гамильтоновой системы (или опера- 


тора i) на многообразии Г. Эта задача широко изучена **). Kpo- 


ме того, мы можем взять в этом случае и=0, E(a) =1. 
В качестве примера а оператор Гамильтона вида 


Рут А, — aa Set + Я — В, (4.4) 


*) Наномним, что скалярные произведения здесь берутся в B!, 
**) В противном случае см. [1]. 
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где 
г. = (x1, Yay 2), 7. = (X2, У>, 22), 


wie) + Cae) + Cae) Fo? 
Ox; Oy; д2; 

е— заряд, а Нь(|Г.—г|) — оператор Гамильтона общего вида для 
системы М электронов в поле двух неподвижных протонов (cM., на- 
пример, [48]). = 

Оператор Гамильтона Н отвечает двухатомной молекуле. 
= Пусть E(|7,—7,|) — некоторое собственное значение оператора 
Hy(|7i-72|) (так называемый электронный терм). Мы предполо- 
жим, что функция 

и (|7: —г»|} = Е (г, — из) 
п — Га 
имеет минимум (т. е. терм E(j7,—7Fa|) — устойчивый (см., например, 
[20]). Для простоты будем полагать, как это обычно имеет место, 
что этот минимум единствен. (Это условине несущественно.) в 

Будем искать асимптотику собственных значений оператора H, 
расположенных вблизи точки A’, лежащей между минимумом и аб- 
солютным максимумом функции и(|г.—Р|). В этом ` промежутке 
спектр Н дискретен (см. [10]). 

Мы предположим, что кратность собственного значения 
Е(|-—г|) остается постоянной в области (г.—г,) ]Q, для которой 
и ( [ГР |) <», т. е. что в этой области терм E(|7,—72|) не пересе- 
кается ни с каким другим. Пусть эта кратность равна 1. Нетрудно 
доказать, что при этих ограничениях оператор Hy(|F.—7F2]) удовле- 
творяет условиям 1), если в качестве В® взять: [Вз“], а оператор 
Н — условиям теоремы 4.4. — 

Обозначим' через а линейные размсры молекулы. 

Перейдем в (4.4) к безразмерным переменным. Положим р, = 
=r,/a, р»=гз/а и разделим (4.4) на У, = min Е(|7—Р|). Мы по- 

Iri-ralEQ 
лучим оператор` 


“~ v2 +42 as — = 
В = ——A,——A, +—4t— + Hn (6; — Pel, %, Gel, 


2 2 | Pi — Pe] 
где 
hk e h 
аи MV, , a= avy ь Cs a Иту 
д 


(c=1, 2) снова обозначена 


(т_— масса электрона). Здесь У, = 
t=1 Po; 


через Ав. Поскольку для реальных молекул v~ 10-—10-—, a a, H 
©. — |, можно рассматривать v как малый параметр и искать асимп- 


тотику уравнения 
: FO Pr = AnWn 
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при v0. Гамильтониан оператора имеет вид 
Pag PS: 1 Е (а (р: — Pa) 
2 Е 2 = ра ae Vo ; 
Ему отвечает следующее уравнение Гамильтона — Якоби; 
{> (V,S)® + ey} a jG plo ells. ав 
Rol Vo 
Введем новые переменные 
Р=р:—р» R=prtpr. 
Мы получим, обозначая через Vz и У; операторы У по переменным 
Е ит соответственно, 


с до рее = м. 


Таким образом, переменные разделяются, и, полагая 5=5 (г), полу- 
чаем 


os _1 [958 \ 1 98 \* | 2 , 2E БЕ 
(5) (5) + r2sin? 0 ее ge et 


Нетрудно убедиться, что условия (4.1)в данном случае будут 
иметь вид 


98 _4/olqo % _E@]_ 85 _ 2% 
ar =)? [a r у. ] = 48 — даб 
Jq = 2лоф == ’ 9 = 2л (0% — %) =1л(21--1), 


v2 А У 
Я y/ 2 as 22 |— ar nen +h, 
9 


4n272 


Te 7; и г, — иули подкоренного выражения. 
Таким образом, 


de = AS + O(v%), 


где Az удовлетворяет уравнению 


ТИ ны (tt ее 


Заметим, что известный метод Борна — Опенгеймера (адиабатиче- 
ский метод) может быть применен к решению поставленной задачи 
лишь при дополнительном условии k~ 1 (см. [48]). 


CAABAS 


ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В МАЛОМ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ВОЛНОВОГО ТИПА 


`.’ Асимптотика в малом, т. е. при достаточно малом & для решения 
системы уравнений гиперболического типа с разрывными и быстро 
осциллирующими начальными условиями была доказана в матема- 
тической литературе (см., например, [55, 4, 60, 53, 19, 62, 57, 31). 

Формально квазиклассическое разложение в малом для уравне- 
ний квантовой механики, совершенно аналогичное асимптотическо- 
му разложению. вышеуказаных задач, было выписано в физической 
литературе [11, 56] (см. также [50, 22, 55]). 

Настоящая глава посвящена доказательству этих формул, кото- 
рое основывается, с одной стороны, на теореме 2.2 теории возмуще- 
ний; с другой стороны, на оценке обратного оператора в том или 
инсм пространстве*). Математическое обоснование этих формул 
может быть проведено следующим образом: 1) Доказывается, что 
подстановка этих априори взятых асимптотических формул в урав- 


1 
нение дает выражение порядка (aa) (так называемая «невяз- 
[6 


ка»). 2) Оценивается обратный сператор. Отсюда получится оценка 
разности между точным решением и данной асимптотической фор- 
мулой. Заметим, что в фокальных точках и сами асимптотические 
формулы, и невязка обращаются в бесконечность. Для уравнений 
туннельного типа такая схема, однако, не годится. Мы здесь при- 
ведем несколько. измененную схему доказательства, которая будет 
в дальнейшем нами перенесена и на уравнения туннельного типа. 


1 д 
*} Заманчнво было бы (см. [14]), заменив > на 55 (переход к «пятиоп- 


тике»; см. [36, 34]\, свести задачу о квазнклассической асимптотике к задаче, 
рассмотренной Людвигом [62], об асимптотике гиперболических систем с осцил- 
лирующими начальными даниыми. Нетрудно убедиться, однако, что полученная 
таким способом задача отнюдь не удовлетворяет условиям теорем Людвига и 
Лакса. Более того, задача о квазиклассической асимптотике сводится, таким об- 
разом, для уравнения Шредингера, например, к весьма сложной задаче с началь- 
ными данными, лежащимн на характеристике. Эта задача не охватывается даже 
теорией «униформизации» Лере [55]. Для релятивистского случая плоскость 
{—=0 может не быть даже (при некоторых соотношениях коэффициеитом) про- 
странственноподобной. Эти дополнительные mu canoes связаны с тем, что точка 


==0 является точкой спектра для оператора { — , в то время как + 50. 
© 
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Кроме Toro, приведенные нами доказательства дают возможность | 
опираться на теоремы 2.2 и 2.6 абстрактной теории возмущений. 
Это, с одной стороны, упрощает доказательство; с другой стороны, 
снижает требования на гладкость коэффициентов уравнения. 


$ 1. Асимптотика решения уравнения Шредингера в малом 


1. Квазиклассическое представление. Вначале построим харак- 
теристическое (квазиклассическое) представление для уравнения 
Шредингера 


ihe —— ay - 09, Ey ee ees (1.1) 


Соответствующая система бихарактеристик (в смысле $ 2 гл. 1) 
имеет вид уравнений Гамильтона 


(8 


xi = рь ag ний. 
Предварительно докажем лемму. Рассмотрим общую систему 
Гамильтона 


: OH: 6H 95 oH 
ya, pet, Say pay. 1.2 
, др; P Ox; at x Ps др; G2) 


Предположим, что третьи производные непрерывны и что система 
(1.2) имеет м-параметрическое непересекающееся семейство ре- 


шений 
х(В, 2), p(B,t), В= (Ви, ..., В»). 
98; . 
"Лемма 5.1. Якобиан ве || удовлетворяет уравнг- 


нию непрерывности 


oy | я ть 
> + Я (У + grad 5) =0. (1.3) 


Доказательство. Рассмотрим У = 4е 


Ea “| . Очевидно, 


что 
8 Ур, 
a 4 ы 
где определитель О; получен из У заменой элементов 7-й строки на 
@x,/ot op; (|=1,..., п). Но ae ee: и, значит, 
9: Ox; 
82x, Z gts (Ok, 
920, 2) dx,dx, 88, 


k= 
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От остальных строк определителя D; линейно не зависит только {-й 
член суммы, поэтому 
aS 
D; = У, 


2 
Ox? 


т. е. dY/dt=YAS; следовательно, 
dY~-'*/dt+Y-*AS =0. 


Отсюда oY~*/ot+grad У-{ grad S+Y-*AS=0. 
Для VY-' получаем уравиение 
2 ovr + div (VY grad $) + grad $ grad YY =0. 


Перейдем к выводу характеристического представления для 
уравнения (1.1). Подставляя 


$.) = VPA exp {Six Dt ole, 9 (1.4) 


в (1.1) и учитывая, что для любой дифференцируемой функции 
(x; 


ape. 25 — "(-#;=- 95_ 
ih ar, R (же eS. ih 5 + ay, ) R(x), 


а $ удовлетворяет уравнению Гамильтона — Якоби 

< + (grad S* + 0(x) =0, 
получаем 
ih) = | г) . 
| =— LA (Yq) — 1 in tiv (Ye grad 5) + grad S grad У]. 
Отсюда 


% . | 4 у 
ih {= a = [div У * grad $ + grad $ grad yy} e+ 


+ iny~ (= + grad $ grad ot ВЕ = A(Y-* (1.5) 
Сделаем замену ф(х, t)=@(x(B, #), t)=@(B, ¢). Очевидно, что 
898 4 Sy 89 OF 00. 
at в Te op oe ВС eR a 
Из (1.6) и (1.15) получаем окончательно 
ap _ th x 4~ 
Sry YAY “0, д), (1.7) 
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где Ag — оператор Лапласа в «криволинейных» координатах В. Это 
и есть характеристическое представление уравнения Шредингера 
в малом. 

2. Оценка обратного оператора. Рассмотрим оператор Гамиль- 
тона 


nt 


A=—= ato, t), x= (%, +29 Xn); (1.8) 


в пространстве L,[ R*]. 

Обозначим через L,[L.] пространство интегрируемых по Boxue- 
ру функций от Ё на отрезке [0, ¢,] со значениями в L,[R"]. Через V 
обозначим прямую сумму Г, [[-] ФГ.. Пусть С[ Ё,] — пространство 
непрерывных функций на [0, &] со значениями в Ly. 

Нормы в этих пространствах имеют вид 


te = 
2 Ее me и} lg(t,x)P dxdt, gL, Из, 


[аби = max V5 | g(t, x) Рах 
оз VS 


Для g]SL,[L.], feLle, {g, f}eV имеем 
ка, = Иа t Iflle.. 


Рассмотрим оператор Г с областью определения в И и областью 
значений в С[ La], действующий следующим образом: 


7 —_ fox), iA 
Lat y= {Ap „8,9, 80,9, 


g(t, x) ED(L) CCILy. + 


В силу леммы 3.1 ч. I, в частности, имеем ||/L-‘|Il<cconst. Если v(x, #) 
не зависит от 2, это следует из самосопряженности сператора Я. 
Действительно, если Би (1, x) = {f (x), F (x, t)}, To 


u(t, x) = £7 {f (x), F (x, I} = 


= exp {+1 + (ex {4 (—т)} F (x, т) 4. 


Отсюда 
эр АЛЬ + И, 9, (1.9) 
max f(t, р, И +1 F beta (1.10) 
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Рассмотрим Пространство Г.[В”] функций от B= (Bi, ..., Bn) 


c нормой 
i= V ИР ав. 


Ему соответствуют пространства L,[£2], С[ Г]. 
Оператор М: 


МЕ, )=У* Ble, 9, 9 exp {7 SB, A, FB 9,9 


унитарно отображает пространство Г, на Г.. 

Действительно, пусть g(x, t)=Y-“exp {7 5, В} 7, t); 
тогда | 
\le@, драх= (FB, OP Yay 176, P ab. 

Точно так же оператор М отображает V una У, Ё.[Г,] на L.[L.] 
и С [Г] на C[L,] с сохранением нормы. 


Оператор £ при`таком отображёнии переходит в оператор [1 с 
областью определения в С[ Г.] и областью значений в 7. Очевидно, 


что |[-Ч! 6. В силу изложенного выше оператор, Ly действует сле- 
дующим образом: 


Eu (t, В) = {и (0, BF a Ян] , 


где 


(А, — оператор Лапласа в координатах 8): ee we ee о 
3. Ряд теории возмущений. Рассмотрим теперь оператор 


Г: C[£.]-~V вида | 
Сие, В) {и (0, В), 


и оператор Я: С[Г,]-—7 вида 
Hu (+, В)= {0, Ayu (¢, В}. 


Имеем £,=L,+ihf,, причем 
Па, ИГ. 
Кроме того, если функции } (В), ¥ (В, #) 2k раз дифференцируемы 


по Ви потенциал o(x, t) 2k раз дифференцируем по x, то выраже- 


ние Lj’ (H,L,°)* {f (p), F (Bp, #)} существует и принадлежит C[L,]. 
Следовательно, все условия теоремы 2.5 выполнены, и мы имеем 
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en a IORI On 


для Zev: 
Гра = > WEG" (AyLo') g + h'zn(t, В), 


rae [u(t P)loczp0 при A> 0. В частности, если &= (0, (в, 0}, то 


Гав, = (96.04, Alve=(o ASF 6, Hat, 


ae Ps 
(Ява = | Aydt | Aydt’ SF враг, 
2 {0, ¥ (В, ab 


=3 ие, ха Г. Audi | FO, t,) dt; + h'zp (2, В). 


4—0 


Аналогично, 


ВН, 0} = =S Hf ty ув Aydt, .. a ав Н.В) + h'en (t, В). 


=0 


Следовательно, решение задачи 
S(t, В = ИЯ, В), 
и (0, В) =) 


имеет вид 


e ot 2 i | 
w(t, B)= Sa! Aydt, ... | ааВ. В) + "а (6, В), 


2—0 9 


где тах|2, (Ь, В) 1.0 при #—0, если выражение, стоящее под зна- 
ком суммы, является непрерывной функцией от ¢ и интегрируемой 
с квадратом функцией от В. 

Аналогичное утверждение справедливо и в случае, когда }(В} = 
=[(В, 2) есть аналитическая функция от A. 

Рассмотрим теперь задачу 


je — Sayt 22 yp, did 
a or h)exp {So} . (1.12). 


Теорема 5.1. Решение задачи (1.11), (1.12) при условии, что 
vel’, фе С*, fC’, представимо в виде 


pas exp {—S (8, 0}, A) + zn (В, 5. 


Этот результат, так же как и результаты $ 2, очевидным обра- 
зом переносится на случай, когда потенциал зависит от времени. 


145. 


§ 2. Теорема вложения для абстрактных функций 
и оценки в счетно-нормированных пространствах 


1. Теорема вложения. Для дальнейшего нам нонадобится сле- 


дующая 
Теорема. Пусть А — самосопряженный оператор в гильберто- 


вом пространстве В такой, что А-! существует, || (1--вА-) |<1 при 

e>0 и = чисто мнимом. Пусть ФеЕЕГ,[В", В] принадлежит области 

определения оператора (3/0x,)'/*! (1=1,..., п) и А", Поло- 

жим а, = ((—1)"+ 3) /4. Тогда Vrai зир| AO (х)|в = сопя. 
Доказательство. Обозначим 


F (x) = (1+4) AIH, 


Имеем Ф(х) =(R4 1) ONE (x), где, Ю^, = (1--А)-1. Заметим, что 
|424 |=<2, поскольку АВА =1— КА. 

Обозначим IF (x) |в= |9 |, Я (р) =Ф=9 (x) фурье-образ F(x). 
"Тогда 

A y[n/2}+1 др ba у Ax 
вые { exp (— 429) 9 (p) dp| < 


—_с 


ЧА” (Ro дурман F |= 
| (2x) "/2 


<< (amy | | (ARSE (р) dp = 


2 ° — (АРА) Я 
= ny f Vi+ Gan So 
00 V1 + (ра 


<(2ny™" и § 1+ Ml плед F рр dp x 


Vy i 
мАч * 


лу F wp <2" { |F (py Pap = 2" { |F (x) Pax, 


"Имеем 


] | [р (АВА yy?" ¥ (р) Рар= ь ( | [RA (— дут F (x) р ах == 


_—> 


= | (— 4)“ © (x) |? ах. 


Если [п/2] +1 четно, то ограниченность правой части равенства сле- 
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er rea pe eee ag ee ee a a We ee oe 


дует из условия теоремы вложения. Если же [п/2]--1 нечетно, To, 
используя тождество 
ca 


Ay rer= 1-4 ов 


=— {кодах = [vP@Pae, 


получим 


Fay aye Ф (д рая = 
ре ода Фу = 
= ]У (— У)" @ (x) |? dx. 


Ограниченность последнего интеграла следует из условия теоремы 
вложения. Аналогично, доказательство проводится и для А, удовле- 
творяющего условию | (1—=А)-!|=1 при =>>0 и г чисто мнимом. 
Общий случай получается с помощью разложения A=At+A-, где- 
А+ и A~ — неотрицательные операторы. 

Замечание 1. Если оператор А положительно определен,. 
А-! существует и ограничен, то в этом случае в теореме вложения‘ 
вместо R4 мы можем брать 


ЮА = А-, 


2. Операторы в счетно-нормированных пространствах. Рассмот-- 
рим пространство 5» со счетным числом норм вида 


: я 
|F [6..0 == max (nz) x"pF (x, t, h)|, Rm, 1—=1,2, ..., (2.1) 
echt, 
|x|<0o 
где 


Ox, 
v=1 v 
в 
‘a = 
хь- 
У-=1 
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Рассмотрим также пространство К, со счетным числом норм вида 


Se: 


| Е, mi == Max a | (2 > хер (х, t, h) р dx. 


Л емма 5.2, а. г. eR тогда 
Фи» 9 & КЮ». 
Показательство. Обозначим 
F (p, t, h) = Фин (x, t, В). 
Очевидно, что | 
Г. 9 & — х г + O B 
ph (ih =.) Я (p, t, = Dy, | — п.) ж9 (x,t, h). 
др; \ Ox 
Следовательно, 
и + O\% = 2 и . лв 2 
{ |8 (az) F (p, t, и) ар= { | (i 2) x°F (x, t, h) 
др , ox 


Отсюда следует утверждение леммы 5.2, a. Очевидно, что $» вложе- 
Ho в Ry. 
Лемма 5.2. Пусть geER,; тогда *) 


A? ges, (2.2) 
Доказательство. В ae теоремы вложения 


(#2) x™ pg (x, Ё В) |= а. я (Cn | вет, = oe [2 mt+n/asa)- 


Следовательно, а. `Лемма доказана. о 
Рассмотрим следующие а |2 (р) с нормой 


1,5 5 | рее (x) |? dx 


{= —eo 


a К, (х, р) с нормой 
lek У § loxig (Par. 
tefl —co 
Теорема 5.2. Если ySSn, то 
A”? exp 1 Atlys Si. 
Пъедварительно докажем две леммы. 


*) Точнее, g(x, Ь 4) можно изменить на множестве меры нуль так, чтобы вы- 
полнялось включение (2.2). 
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Лемма 5.3. Пусть существует | ограниченных производных 
u(x); тогда оператор exp {= At} равномерно ограничен в про- 


странстве №: (р) npu0<h<hy, <. 
Доказательст BO. Нетрудно убедиться в том, что имеет ме- 
сто тождество 


[век {4A = [о нев Blew {Luv }ar. (23) 


(Здесь [ , ЕТО т. е. i В] =АВ-ВА.) Оно приводит 
к неравенству 


Bet. < |Ву, ++ max ИВ, Mele. (2.4) 


rae 


Предположим, что лемма справедлива при [==k. Очевидно, что 
коммутатор [p*t, Aj=[p*, uv(x)] в силу ограниченности произ- 
водных u(x) будет ограничен в Wi. Из (2.4) вытекает, что если 
ge We", то норма |[p**'g||,, ограничена, поскольку по индуктив- 
ному предположению g= Ws. Лемма доказана. 

Лемма 5.4. Пусть | производных u(x) равномерно ограниче- 


ны. Тогда оператор ехр {-, Be At\ равномерно ограничен в простран- 


стве K,(x, р) npuO<h<hy, OX<tK<H:. 

Доказательство. Сделаем индуктивное предположение. 
Предположим, что &=К,-: и что норма. [х"-и рт, ограничена. 
Докажем, что сеК, тогда норма ||x™p'-"gil., тоже будет ограни- 
чена. При m=1 индуктивное предположение выполняется в силу 
леммы 5.3. Первый член правой части тождества 


тр", Al а =x [p™, о (х)] — ити" а 


ограничен по норме в L,, поскольку g@Ki_,, а второй — в силу на- 
шего индуктивного предположения. Из (2.4) следует, что норма 
{le"p'-"g||_, также будет ограничена. При /=1 индуктивное прел- 
положение очевидно. Лемма доказана. 

Докэжем теперь, что если geR, то g= exp 1a SR 


{тогда из леммы 5.2 будет следовать утверждение теоремы). Для 


этого остается доказать, что норма | (im 2) gl, равномерно огра- 
[а 


чичена при O<A<A, О=<{=<Ё, если yeER, Это следует из 
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тождества 


т (5 2 Aol, 1A. 


Теорема доказана. 
Из последнего рассуждения следует также следующая важная 
для дальнейшего 


— 9-1 
Теорема 5.1, а. Оператор [15+ A] отображает R, 
6 В». 


Аналогичная теорема может быть доказана в случае, когда 
потенциал u(x) зависит также и от времени. При этом следует опи- 
раться на оценку (2.1) леммы 3.1 ч. [. 

Теорема 5.1, а справедлива и в случае, когда оператор Я 
есть оператор Дирака первого порядка. Доказательство этого про- 
водится аналогично доказательству теоремы 4.1, а. 

Из теоремы 5.1 вытекает следующее предложение. 

Теорема 5.2. Решение задачи (1.11), (1.12) может быть пред- 
ставлено в виде (1.10) „где 2е=$,. 

Доказательство. Переход к By ARR RRBCCHHECROMY, пред- 
ставлению совершается с помощью замены 


У [вр {5} [м 


Очевидно, что если иеЗь, то и фе=Зь, и обратно. 
Доказательство теоремы проводится с помощью следующей 
леммы, относящейся вообще к абстрактной теории возмущений. 
Лемма 5.5. Пусть А, С, Ц; (1=1,..., М) — линейные onepa- 
торы с областями определения и областями значений, лежащими в 
счетно-нормированном пространстве В®. Оператор С имеет об- 
`’ратный, коммутирует с А и U,, определен на всем В”, сужение А. 
оператора A имеет обратный *), a область значений оператора 
РВ (4-2 с) равна В®. 
t=1 


Предположим, что существуют решения Xp, ..., Xn,emer уравне- 
ния Ax=0 такие, что ф=Хо, 


k 
fe=xr-+ At > Ир 
1=1 


при Е=1, va №,--т--1 принадлежат области определения onepa- | 


тора В== У CU, Тогда существует решение уравнения 
f=1 
N 
(a—> cul yas, ев” 
i=1 


*) To есть уравненне Ах-=0 при хер(А) может нметь и нетрнвнальное pe- 
шенне, а при хеД(А) нмеет лишь трнивиальное решенне. 
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РД ИБ В I A ie a ea a Seana as omens | 


которое может быть представлено в виде © 


- М: Ny а р 
y= Ch+ SCH (BAY F + CN, 
k=0 k=0 
где f' — некоторый элемент из B®, при условии, что 
N+m 
> CA (BAS! 9 & (В. 
Е=0 


До казательство. Подействуем оператором A—CB, где 


B=) СЕУЛ, на элемент вида 


i= 
ms М:+т 


ф= УСА > CA BAF. 
k=0 
Поскольку АА-'В=В и Ax;=0, то АБУ Vife-i и 
#=1 
М№М:-+т 
Аф= “st OS ++ У OBE = 
= a ae me +1 М№+т 
= У cH у Инф + х С*(ВА 9, 
k=0 i=o 


fig полагаем U;=0 при j>N. НО что 


М—1 Nam+Ny41 М№+т-1 м 
3 СИ =C > CUny= У CH 5 Uinfex— У С'(ВА EF. 
k=0 k=0 


; cae au 


N N+am+N3-1 
[4 —> си v= OMS Инь 


i=1 k=Nitm 1—0 
+ (BAA CNA ар me CNM OE, 
где g=B” в силу условия леммы. Таким образом, 
(А- СВ) ф == С" "а. 
В силу условия леммы существует решение о уравнения 


C-"(A+CB)u=g. 
Очевидно, что 


у —_ ф ке Cty 
служит решением уравнения 
(А+ CB) y= 
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Отсюда следует утВерждение леммы. 
Положим в лемме 5.5 
д 


В == Sh, АЕ о: 


на функциях, обращающихся в нуль при {=0, B=H,, С=й. Усло- 
. д 
вия леммы для оператора? oe + РН: выполнены, поскольку об- 


ласть его значений, как мы доказали, равна 5, 
Рещениями уравнения 


служат функции, зависящие лишь от %№=(Хиа, -.., №»). Отсюда 
следует, что решение уравнения 


: д 
i— +АН =0 
(ая, ) 
может быть представлено в виде 


м R 1 т 
u= >) (— IR > (- пан, фи + 


k=0 1=0 \ 
N 2 \ 2 Е . 
НУ № = if at} (- Ны ja) F np, 


k=0 3 0 


где feS,,. 
Следовательно, решение tp задачи (1.8), (1.9) может быть пред- 
ставлено в виде (1. 10), где 


zy f exp{—iS/h} SS, _ 


что и требовалось доказать. 


$ 3. Релятивистские уравнения 


1. Уравнение Дирака. Рассмотрим уравнение Дирака 


где 
An = еФ (x,t) Ley (пу + Аб, 5) + me, 


p= Op, tbe, Ys, %p.}, x= {x;, Хз, хз}, 


A(x, ) ={А,, Ax, As} и Ф(х, #) — векторный и скалярный потенциа- 
лы электромагнитного поля, которые являются здесь заданными 
функциями x, 2. 
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Предположим, что решение уравнения (3.1) удовлетворяет на- 
чальному условию вида 


W leo = 0 (x)exp {Sy (xy). (3.2) 


Рассмотрим соответствующее уравнению (3.1) классическое 
уравнение Гамильтона — Якоби 


(ев) —e(vs—+ д} тео. (3.3) 


Из (3.3) видно, что 0$/0 имеет два значения. Решения 
x*(t) == X* (Xo, t), p* (t)=P* (x, t), S* (2) =S* (Xo, t) 


системы уравнений 


4хг _ дн= 
dt ap,’ 
dp OH* 
dt Ox; у 
(3.4) 
х= fee а Xo, 


р= | ad VS, (хо), 


Не pe, i= 1,2,3, 


i=. CPZ 


H*(x,p,) =e = c]/ (2-2 4)‘ ива, 


соответствующие знакам «-=», отвечают двум ветвям решения 
уравнения Гамильтона — Якоби. Предположим, что A(x, ¢t) и 
Ф(х, Г) ограничены вместе со своими двумя производными и вто- 
рые производные от S,(x) также ограничены. Тогда (см. гл. 8, 
$ 2) при г, меньшем некоторого &, семейства решений системы 
(3.4), соответствующие знаку «+» (так же как и зиаку «—>), не 

пересекаются, якобиан 
г OX= (хо, Ё 
1=(, = det| Tn | 

Ox, ; 
of | 
отличен от нуля и решение уравнения X*(Xq, ¢)—x единственно: 
Xe == Xo (x,f). 

Пусть S*(x, t)=S..(%, #) — две ветви решения уравнения (3.3), 


удовлетворяющие условию S*(x, 0)=S,(x). Квадрированное урав- 
пение Дирака (см. [47, 45]) имеет вид 


( ih > = 0) — 2 [ay += ay mc! + AR (x, i| х==0, (3.5) 
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где R(x, t) — четырехрядная матрица вида. 
R(x, t)=ec[ (о, H)+i(aE)], 
E(x, t), H(x, t) — векторы электромагнитного поля, а o=(01, 02, 


6.) — четырехрядные матрицы Паули [47]. 
Полагая 


Хх bes = Фо (x) exp {— So (x)} , 
SE re {eo + cy (anv = А) + me*\ Фоехр {-- 5 (x)} ‚ (3.6) 


мы получим, что X¥=*h, где  — решение уравнения (3.1), удовлетво- 
ряющее условию (3.2) (см. гл. 1). Обозначим через В (Xo, t) функ- 


цию —— (хо, t), а через 
с 


f= exp | т | RIG Ds Яко | Е 


0 
где 


1 
T= (Xp, ft) = | V1—B (Xp, 0 di, 


— решение задачи 


‚а af | 
iL RIX 609s Ио Ь f (0) =f. 


Замеиами 
к G—I1X* о. ОР 


= — Ф=|/= [Г 
о | 1 —[X* (хо, ро 


x exp (hse (x, 5} ф= [Х= а: я, {= т =O. i He 


56's. (Xq, 7) = exp |- 3 | оО a Ox (хо, т) (3.6a) 


уравнение (3.5) приводится к виду («квазиклассические представ- 
ления» уравнения Дирака для электрона («+») и позитрона 


(«—>)) 


9% ih _% 
— =— 550s (Xp, =) 9.1 [740% (хо, т) 36 a, 
где 
ия т 
БВ [Х= (Xo, о) i + 
Ox (Xp, т) = и ee 0 ехр tats К (X* (9, 2), Denn) an , 
0 


(3.66) 
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П.„-— оператор Даламбера в «криволейных» координатах хь, т. 
Этот результат следует аналогично из дополнения (см. $ 5 «Ре- 
шение уравнений переноса»). Пусть A(x, ¢), Ф(х, 1), $,(х) беско- 
нечно дифференцируемы. Пусть 


т 
91 ih i * sae er 
— = — —— OxXp | — =atl og. ||” Jt к 
ot 2тсз >| ы=( А = | | Chas | 
a 


т 
x exp |- it Rear} 0-., 
о 


Е [== (хо, 4), 28; |=. =0, п> 0, 6, ==0, 


где ¥* (x, №) — бесконечно дифференцируемые функции x, и A. 
Обозначим 


xt = exp {—-S*(x, 5} д. J* 4x 


x {ex {rts { Ra у zi} . (3.68) 


хех (х,1) 


Доказательство того, что существуют решения tpt и ф- уравне- 
ния Дирака (3.1) такие, что 


pt— = (х,Ь В), фо уха (x, 6A), (3.6г) 


где 2=S;,, 2.е=5», проводится совершенно аналогичио доказатель- 
ству теоремы 5.2. При этом надо воспользоваться оценками реше- 
ния уравнения (3.5), аналогичными тем, которые были получены 
для уравнения Шредингера. Все рассуждения относительно урав- 
нения Шредингера, как мы уже говорили в замечаниях к теоре- 


‚ ме 4.1, переносятся на. случай неквадрированного уравнения Ди- 


рака (3.1). | 

2. Оценки для решений квадрированного уравнения Дирака и 
уравнения Клейна — Гордона — Фока. Обозначим через О„ опера- 
тор (3.5), определенный на достаточно гладких вектор-функциях 
u(x, t)eC(Z.), удовлетворяющих условию u(x, 0)=—u,’(x, ¢)=0. 
Здесь Г, — пространство вектор-функций с интегрируемым квад- 
ратом. Обозначим, далее, через Lim замкнутый оператор из С(Ё:} 
в себя вида 


Lamu (x,t) = ih 5. + Amt, 


где Н.„ определено в (3.1), определенный на достаточно гладких 
функциях u(x, t)eC(L.), удовлетворяющих условию u(x, 0) =0. 
Теорема 5.3. Операторы hLy и Ши отображают R, в В». 
Эта теорема доказывается аналогично теореме 5.1, а. Нетруд- 
но убедиться (см. [47]), что 


Qn=Lin : | ey bars х | a 
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Очевидно, что на D(L,)=D(L_.) справедливо тождество 
Imc*= L_»—Ly. | 
Отсюда 


Po ee ay, 


2тс? 


Теорема 5.4. Справедлива А 
max У [аз (x, Pas f(x, ) Pdx< s | Ил t) 2 dx. 


. Обозначим через L.,, оператор из пространства С(Г,) в прямую 
сумму Г.»С(Г,) вида. 


Т.ти(х, ) = {u (x, 0), ih oe Нам (х, 5} 


а через О„ — оператор из пространства С[7.] в прямую сумму 
Г.ФГ.Ф (Z.) Buda: 


Qmtt (x, {) ==: {u(x, 0); # St (Of [ (it a ey — 
=e (пу —= Ay — mies LAR (x, 5] 1 (x, 5} : 


Справедливо о 
Om {ил у, 0} = 5 (En {и — Amit, 0} + 12 {— у + Ants, 0}}. 
(3.7) 


В нем можно убедиться, подействовав на обе части равенства 
(3.7) оператором On. Действительно, поскольку 


ди, {у, 0} 


= Я-тр <a ’ a=Aen 
ca Lem {y, 0} po = HN ту, 


ih 
TO 
Qm ‘Lm {Ys — Ami, O} + Dom {= Ya + Amt, OF = 
= {Y,—- at — 8 — Amis, Am (у. — Ams) + 
+ An (— Yo + AmY1), 0} = 2тс? ул, Ho, O}- 
Аналогично теореме 5.2 можно получить теоремы: 
Теорема 5.5. Если уе5», то В”? {у, О} = 5». 
Отсюда и из равенства (3.7) получаем: 
Теорема 5.6. Если и, у,ЕЕЗ», TO nln {y, Ys, О} $». 


Теорема 5.5, а. Если уеЕВ,, то Lm {y,0}& Rn. 
Теорема 5.6, а. Если у, у, В», то О» (у, у, О} Е В,. 


Теорема 5.7. Существуют решения yt и wp уравнения (3.1) 
такие, что 
pt — x5 (4,0 Hh (Ех, A) 


it 
5 - i Nw 
ф — in (x, ty =" 21 (Е, x, A), 
где 2, и 2S). 
Аналогичные утверждения мы докажем для решений уравнений 


Клейна — Гордона — Фока. 
Рассмотрим оператор Клейна — Гордона — Фока 


K=Q,,—AR (x, #). 
Формальное разложение К- в ряд по степеням ARQ; имеет вид 
23 (ВОт. `` (3.8) 
k=0 


Последний ряд сходится. Действительно, для оператора RLz 
справедлива оценка (см. лемму 4.1 ч. 1) 


| RLaf le, < IRI If fede. 


о 
Поскольку a. 
= 1 ci = 
Py (т — Lin), 


из предыдущего неравенства м" 


ТВОЯ; < ыы If, dt. 


Отсюда получаем оценку 
te 


—1 
fe 


№ 
-k iat Jat to 
1 Gre Fez ae fas fa. - |1 < и 
о 
из которой следуют сходимость ряда в (3.8) и неравенство 
ИК <const/h. 


Рассмотрим пространство 5» со счетным числом норм вида 


lo (x,t, h)f)—= max у | pip (x, , в) ах, 


м Е 


rie p= — ih. 


Теорема 5.8. Если коэффициенты уравнения Kaetina — Гор- 
дона — Фока бесконечно дифференцируемы, то оператор ВК-* опре- 
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Oenen всюду в Sh, т. е. для любого FES, CARAS CORSO BKAIO4EHLe 
#К-Ч{е==5ь. 


Доказательство. Сначала докажем, что 


Раф, < 9978" wt (5 реш, а, 


о 7—1 


te const зависит только OT i. у 
Доказательство проведем по индукции. При i=0 сделанное 
утверждение верно. Пусть оно верно при {=<М-—1. Оценим 


|p’ RL2 ole. 
Учитывая тождество [A, B-']==—B-‘[A, В]В-', получим 
пом, <|RLn вме, +10”, Ве, НА [р", Г] Leo le. 


Для первого слагаемого имеет место оценка 


1 
АГ Pole < {1 p%q |. dt. 
0 


Для суммы остальных слагаемых из условий теоремы и индук- 
тивного предположения следует 


BY, RI Lat beg ТВ BY, Ll Lat obey << № [plo ф: 4. 
о /=0 


Таким образом, индукция завершена. Из доказанного утверждения 
получаем 


oe ty us 8 
“| ВАНО. < or one {> РФ. at 
0 


1=0 
И так же, как ‘при доказательстве (3.8), делаем вывод, что 


^, ihe ih и 
| aA (Кон ФУ [РФ 
1—=0 


Подставляя эту оценку в (3.8) и учитывая (см. теорему 5.4), что 


если фе», то AQ SS, получаем, что АК-‘феЕВ,. 
Пусть теперь PER, и и=йК-*ф. Имеем 


Kxu=[k, хи Вох =НР А (х), 1=1,..., п. 


По доказанному f@S,. По условию х.феЕбь Значит, хие=5,. 
По индукции получаем, что x;ueS, и, значит, иеЮь 
т. е. AK~': А,>Юь. Обозначим через К оператор из пространства 
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C(L2) в прямую сумму L,OL,OC[L,] вида © 

Ки(х, = 

= {u (x, 0), ih = (x, 0), (ins ou |. eo) — с? (uv—- = Ay и— там 
Аналогично предыдущей теореме, из тождества (3.7) получаем 


теорему. 
Теорема 5.8, а. Если у. ЕЕКь, У. ЕЕАЬ, TO 


К! {Y1, Ya, O}ER,. 


$ 4. Разложение произвольных начальных условий 
на компоненты, отвечающие различным кориям 
характеристического многочлена 


Покажем теперь, что начальное условие вида 
i 
и == (x)exp {= Sot, 
й i . 
и; |5 == Ф, (x) ехр {5 (} 
может быть разложено на слагаемые, соответствующие различным 


корням характеристического многочлена. 
Рассмотрим уравнение второго порядка 


( 2 — АФ(*, 5} — 2 [-— V2 + РАЗ + (B(x, 4), grad) + 
+ AR (x, 3 и(х,)=0. (4.1) 


На общий случай уравнения (1.16) гл. 1 все рассуждения непо- 


„средственно переносятся, однако получаются более громоздкие. - 


выражения. Характеристическое уравнение для (4.1) имеет вид 


as 2 . 
(5-96, 5) —2 (VS) + и] 0. (4.2) 
Двум ветвям решения этого уравнения 
= == — H* (x, VS*,0, (4.3) 
H* (x,p)=+0(%,)-eVp+y (4.4) 
соответствуют две системы бихарактеристических уравнений 
ар аН= 4: _ дН* | | 
“Ge Op? ae бы ГП. (4.5) 


Пусть {X(x, t), P(x, ¢)} — решение бихарактеристической систе- 
мы (4.5), удовлетворяющее начальным условиям вида 


Х (хо, 0) =ж, P(x, 0)=grad $. (ж), 
15% 


и пусть уравнение Х(х., t)=x однозначно. разрешимо относитель- 
HO Хо: № =Xo(X, ¢ 
Введем обозначение 


S*(x, )=$-(хь |. 


Введем функцию о*(х, #) с помощью соотношения 
v*(x, t)=u(x, t) exp{—iS*(x, Й4}.. (4.6) 


Подставив в уравнение (4.1) u=v* exp{iS*(x, ЙА}, получим сле- 
дующее уравнение для v*(x, ®: 


зы dou" 1 © oF 2 5 BS д5= _ 


— [(B (9, grad S*) + OS* — 8 (х,0]о=} = 
=— i[Dv* ++ (В(х, 0), grad 5 =), (4.7) 
д? 


a №3. ——. 
me Eee aa 


Рассмотрим уравнение (4.7) в представлении, в котором опе- 
ратор A диагонален и является оператором умножения на ©: 


fo] 
= \ «АЕ. 
-—2> 
Решение u*(x, &, ®) представим формально в виде ряда по степе- 


ням ПГъ: 


v= (x,t o)=3 БЕ (x, Do - | (4.8) 


k= 


Теперь формально выпишем для функций 


| 7 
7 => ba (x, ) ae 


a=) 
рекуррентные соотношения 
д5= dvF дФог Gor © aS* 0% 
3. ® —- — 262 —_ —- — 
Gi =O = at 5 ot a Ox, OX, 


— КВ, grad S*) + C1S* — 18 (x, )]oF = 
=— Ио, + (В, grado). (4.9) 


Пусть при f=0 S*=S,(x), ®=@,(x). Положив в соотношении 
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(4.9) ]=0, оз =0, f=0, получим 


t=0 2\ Ot р 


as (5 +0, (9) [2 (VS, У) + (В (#, 0), VS,) + 


+ CAS* Jeno ER (x,0) | v6" (x, 0) = BF ait (x, 0). (4.10) 


Мы будем называть начальные условия вида 


UX |tma = GE (x, @) SHO), (4.11) 
ди | as* Ре. | 

= jlo = "ei WSe(x) 4.12 
At [мо ot Hage! сх 9 |! ь ( ) 


где! Фо. (x, ©) — две произвольные аналитические функции w и бес- 
конечно дифференцируемые функции х, соответственно положи- 
тельными и отрицательными. Они отвечают двум корням харак- 
теристического многочлена. 
Лемма 5.6. Начальное условие вида 
и 1-0 = tp (х, @) eFOS0*), 
и; |rao = 0 
или же вида 
u о = 0, 
и; А == tp (x, w) ef@Sa(+) 
может быть представлено с точностью до O(a-*+) в виде суммы 
положительного и отрицательного начальных условий 
+ — 
u | = uy es + Им | + O (@-W+0), 


, 


ay lee =, 

либо | _ 
ди дих | Gu, ) 
ra = О (М), 
at |0 ao о 
и |\t=o =0, 

+ 
где ae и Uy Иа определяются формулами (4.4) и (4.12). 
== 


Доказательство. Для доказательства леммы необходи-` 
мо найти такие функции ot (х, ©) иф` (х, w), что 


шо = (Uv - UN) о + 0 (WN), 


‘ дих, =) 
= —{ +1) 
uz [о & = a, rama , 
т. е. 
ap (x, o)=9t+qo7+O0(a- Ft), 
POSE ссы о Вы yO) nae al cae 
io ( ot hea т ot page? les 9: а at > — (ar), 


6 В.П. Маслов 181 


Разлагая w(x, @), p*(*, ©) в ряды по степеням 1/o и приравнивая 
коэффициенты при 1/® в нулевой степени, получаем 


Ф + $ == фо, 


(Dy +c и(У$0) + 12) Go + (Op —< V(VSo)* + 72) Go ==0. 
Отсюда 
м МЕБ Фо + V VSP 2 
SS 
2cV (У5о)2 +7" 


Приравнивая коэффициенты при ®`', получаем 
Я + Or = Pi, 
iy +e V (VS 7) 91 + ИФ, — УЗ) я = Bithy + Bios 


поскольку Uo(x, 0) = po (x). Отсюда 
| (oF eV 9502 59) +, + Bobo 
2cV (VSo)? + ® 


где Вафь== 1 (В: + By). Аналогичным образом могут быть полу- 
чены и ФА (x) при R<N. Подобные формальные разложения на- 
чальных условий на слагаемые, соответствующие различным кор- 
ням характеристического многочлена, могут быть произведены и 
для произвольного уравнения с операторными коэффициентами 
вида (1.16) гл. 1. 


ФЕ ===Е 


8 5. Решение уравнений переноса для некоторых уравнений 
(систем) волнового типа 


Важным для решения уравнений переноса будет являться сле- 
дующее вспомогательное 
Предложение 5.1. Пусть уравнение 


Oe eB (iy, x= (м, oh > Xn41), 


ат 
имеет семейство интегральных кривых X(T, а.,..., а»). Тогда спра- 
ведливо равенство 
а D (x1, +++, Хи» Ха) : 
АТ ур. 
dt D (a, 9:57: 9 Qn» 1) 


Это предложение легко получается с помощью небольшой мо- 
дификации леммы С. Л. Соболева. 

Обратимся теперь к рассмотрению конкретных уравнений вол- 
нового типа. 
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Рассмотрим слабо связанную гиперболическую систему с раз- 
личными характеристиками. 


21+... ла 


J 
Ly e+ № Beaten В ——p=0. (5.1) 
hut. thay Sm ax® ... ax Mat 
Епдлэ-т 4 
Здесь b= (hi, ..., Wn} — вектор-функция с М компонентами и мат- 


рицы @,..^,., При Ai... +А.-.=т пропорциональны единичной 
матрице. Введем следующие обозначения: 


а д АЕ Е 
A tee > BF x; t) = > ав. (ила (Х, 2) Ё + , 
9х at Reb. Чада ax... agin ar™ 
> Ok,...k “= ( ox t) 
ы 7 т, 5] > > a 
n+ ax... afta д. ot 


Пусть S(x, Ё — решение одной из ветвей характеристического по 
отношению к (5.1) уравнения. Подставим в систему ф==ие8 и при- 
равняем нулю коэффициент при ®`_"*\. Полученное уравнение на- 
зывается уравнением переноса для (5.1). 

Уравнение переноса можно представить в виде 


Е A aS 
‚ 9P:9P; Ox,0x; 


ви (5.2) 


Здесь т — параметр (#|.—=0, х...=Ё. Вместо x, р, ¢ нужно под- 
ставить соответствующие функции т, вычисленные вдоль бихарак- 
теристик системы (5.1), т. е. вдоль характеристик характеристи- 


ческого уравнения. 
из 


Сделав замену и == = ехр J B a о, перепишем уравнение пере- 


носа в виде 
п+1 


du iy eA 0:5 
dt 2 iyi Op,Op; дх;дх; 


Очевидно, что направление вектора UV не меняется вдоль бихарак- 
теристики. Поэтому можно искать v в виде 


u=v,e%- 1/2, 


где 
Ug==const, J == ре - : 
> Xo 
Получим 
fel 
| dp __ fA BS _ 
os Е 2 =0. 


‚92:92; ; Ox,0x; 
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Воспользуемся предложением 5.1. Для того чтобы использовать 
это предложение, выпишем уравнения для x(t), f(t): 


ах; OA 


—— Ss , = 1, ‚И, 
dt “Op, 
Ge eee 
dt OPas1 
Имеем 
п 
4 пу— х 9 8A (vs, 2, х, ‘4550 (vs, 32 ‚х, t) . 
ат ре дх; др; at Ot Das. 1 
Подставляя в уравнение переноса полученное выражение для 
В 
dt 
получаем 
dp 1 aA 1 A __ 


Интегрируя это yPABHEEES получим 


п 2 
A A 
P= Po + НИ | Snax da; т др 8 | a $ 


Переходя к интегрированию по # и учитывая, что 


pee Di) 2 dt _ De On 
D(%,%) Dx dt Dx Op,,,° 


получим результат, который сформулируем в виде леммы. 
Лемма 5.7. Решение уравнения (5.2) umeeT вид ` 


{ OA \-1 Dx 
nH) де 1 | a) Dx ) 


1 OA ] 
}——__В|ан. (5.3 
Meee | | т E > - aa Bes Эри, Ot (5.3) 


Пример. Рассмотрим волновое уравнение 


ци =0. 
or 


Здесь 
А (р, Pris x, t) = pau — С° (х, 1, В =0. 


Уравнение переноса имеет вид 


164 


где ит связаны уравнением 


dt 
de =. риа, 
и так как Pa —C*p*==0, то 
at 
== “ft 2¢ 
= |p|. 


Вычисляя производные от Л и подставляя ux в (5.3), получаем 


oi 2 t 
и = и И И рЕев] | 56-2 at. 
0 


Рассмотрим уравнение волнового типа 
{fi + Avie, OP +2, MLV — МА, 1 — A) + 
+ Bele, 15 +IAR(x, 0} v(x DO, (5.4) 


введенное в 4. П, гл. 1, $ 2 и включающее в качестве частных слу. 
чаев различные уравнения квантовой механики. Потребуем, чтобы 
выражение 


оо 

У! ese (— iA) apa (x, 8, 

k=0 
где S(x, #} — решение характеристического для (5.4) уравнения, 
формально удовлетворяло уравнению (5.4). Уравнение, которому 
должна при этом удовлетворять функция fo, назовем уравнением 
переноса для (5.4). Для решения уравнения переноса, соответст- 
вующего уравнению (5.4), применим следующий прием. Заменим 


в уравнении (5.4) оператор. {А -на- оператор д/ду. (и-— новая пере-. - 


менная, которую мы вводим в дополнение K x uw ?t). Тогда (5.4) 
превратится в слабо связанную гиперболическую систему 


Е 
+ DBs (a, Norte Rhy=o. (5.4) 


Используя решение уравнения переноса для (5.4)", данное выше, и 
подставляя в конечном результате 1 вместо P,, получаем следую- 
щий результат. 

Лемма 5.8. Решение уравнения переноса для (5.4) имеет зид 


фо == W, (0) У 22 с (ха. 0) / Po—A (to, 0 oe о 
. Dx с, 8 =A &, = 
|} 22 Var 


- 


Рассмотрим теперь систему уравнений теории упругости: 
Hu, O ды 
— = А, у ОЙ. i 
OG) SHOOTER) Ss, a, + pAu; + 


. Ou ди; 

+ Gh diva t Se (4 Sh 
Ox; Ox; \ Ox, — | ax; 
Характеристическое уравнение для (5.5) распадается Ha ветви, ко- 

торые имеют вид 


95= ea А+? 

= tal VS*|, a=|/ в, 

at о 

asi г 
= я = — 

=: b|VSF|, 6 и: ; 


Уравнение переноса для (5.5) определим аналогично TOMY, как мы 
это сделали для предыдущих уравнений. 

Решения уравнения переиоса для Si будем называть продоль- 
ными волиами, а для 5$; — поперечными волнами. Характеристи- 
ческое и бихарактеристическое уравнения будем называть также 
уравнением Гамильтона — Якоби и системой Гамильтона соответ- 
ственно. Рассмотрим в отдельности случай продольных и попереч- 
ных волн. 

а) Продольные волны. Уравнение переноса после под- 
становки u=VS, где ф — скалярная функция, принимает вид 


У$Мфу5 =0. 
Здесь М — следующий оператор: 
Mu = ou 2S. 4. 99 94-95 (+. п) ами $ +°V (и 9$) — 
or ot at 2 


— и (“AS + 2VuVS)— УЛ(и VS) — VS (и Ур) — и (Ув VS) 


(мы использовали обозначение 
: Ou 
{Vu VS} 25.) , 
Ox; Ox; 
Используя уравнение Гамильтона — Якоби, можно получить сле- 
дующие тождества (здесь и далее без уменьшения общности рас- 
сматривается волна, соответствующая $+, знаки «+», «—> опуска- 
ются): 
У oa) VS| У» 
at 21VS | 
2 2 
OS gi 07 УЗ ava gS. 
at 21 VS| 


Подставляя фУ$ в уравнение переноса и используя предыдущие 
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равенства и уравиение Гамильтона — Якоби, получаем 
— (A + 2p) [PAS | VS |? + 2УфУ$ | VS? + ФУЗУ (У5$)?] — 


— 29 Vu УЗ | У$ |2 — (VA У5) |[У$ | o + 3 app V SA(AS)* + 
ра Уа 95| 93 ф— 2ар| УВ. + 2a VSa| VS} pp =O. 


Напоминаем, что a=Y(A+2n)/p. Для дальнейшего упрощения 
уравнения воспользуемся леммой Л. С. Соболева (см. предложе- 
ние 5.1); если x удовлетворяет уравнению 4х/4#==Х (&, x), то 


| Dx 


d . 
ЖА 


dt 
Применительно к’траекториям данной системы эта лемма дает 


AS =L¥S1 [am Dx___ VaVs sev esr] 
a dt Dx {VS | 2| У5 В 


Используя это выражение для AS, а также вытекающее из системы 
Гамильтона равенство 

и А а РУ. 

dt at _\У$| 


и тот факт, что р, лиц не зависят явно от времени, приводим урав- 
нение переноса к виду 
а i Dx 1 = 

тр» УХ 289) =0, 
откуда 
Фа 
= Р.И Бх/Бхо ay ` | 
Точно такое же решение получается для волны, соответствующей 


57. Полученный результат сформулируем в виде леммы. 
Лемма 5.9. Вектор-функция 


p VDx/Dxy a 
удовлетворяет уравнению переноса для уравнения упругости в слу- 
чае продольных волн. 
6) Поперечные волны. Положим и=по,-+\0., где о, и 9. 
скалярны, пи у— два непрерывно дифференцируемых векторных 


поля такие, что 
mnv=nVS=vAS=0 и Mev=—!l. 


Фф = 


Уравнение переноса имеет вид 
ВМ (on -п-Но, - У) =0, 
УМ (ta - п Но, -\) =0. 
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Эти уравнения приводятся с использованием тех же тождеств, что 
и в случае продольных волн, к виду 


do, d У Dx dv 
но — In —— и, —п==0, 
К рр т“ at 
du, , а и Dx 
Uy —~ In —v,—~v=0. 
dt” dt Cope 
Из ry==0 вытекает 
dt t 


Полагая z==v,+iv,, получаем 


eV Ba 28 | та. 


Окончательный результат формулируем в виде леммы. 
Лемма 5.10. Функция 


t 
any / oe Bee Вх Ze co8| | ант + 


о Dx cosy J 


hee eet t 

Po Dx) [, |: | dn 

У +o =. 2 sin |] — | v— dt 

ее о Dx cosy dt тт], 
9 


где { — константа, удовлетворяет уравнению переноса для уравне- 
ния упругости в случае поперечных волн 


Po Dx 
as ( Если cosy==0, TO нужно положить =v и" x 
p 


t 5 
d 
X Vy, COS № = a| . 


a у 


ГЛАВА 6 


АСИМПТОТИКА В МАЛОМ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 


В этой главе исследуется асимптотика решений уравнений в 
частных производных л-го порядка по временной координате с опе- 
раторными коэффициентами, зависящими от хе”. Результаты 
этой главы будут использованы для построения асимнтотики в це- 
лом решений гиперболических уравнений. 

Первые два параграфа носят вспомогательный характер. Они 
посвящены асимптотическому разложению интегралов вида 


oo со 


| ... \ ег Allg (x) dx, X= (x;, «sea Xn)p 


—со 00 


где g(x) — функция со значеннями в банаховом пространстве В, 
f(x) — функция со значениями на прямой, а iA — производящий 
оператор группы в В. Задача заключается в том, чтобы вычислить 
этот интеграл с точностью до функций, принадлежащих D(A”). 


На основе полученных в $ 2 формул и леммы 5.5 (ч.1) теории. .. 
.` возмущений строится асимптотика в малом решений оператерных- 


уравнений. Прн этом предполагается существование, единствен- 
ность и гладкость решений таких уравнений. 


$ 1. О корне квадратном из оператора 
в банаховом пространстве 


Рассмотрим производящий оператор А в банаховом простран- 
стве В, обладающий следующими свойствами: 

1) оператор (1+y7°A)~* существует, определен всюду в В и 
ограничен единицей; 

2) оператор A‘ существует; 

3) Не“ | М, —o<i<oo. 

Все утверждения лемм, доказанных ниже, непосредственно пе- 
реносятся и на случай, когда оператор A удовлетворяет вместо ус- 
ловия |) условию: 

1,а) оператор (1—y°A)-' существует, определен всюду и Orpa- 
ничен единицей. 
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В силу теоремы Хилле — Филлипса — Иосиды (cm. 4. I, гл. 3, 
$ 1) следует, в частности, что 


яд У. 
I1— fad 
Кроме того, имеем 
1 } 1 1 
| 
1 — А-- РА || 1-- yA | ти А <li, (1.1) 
1+ 73 


поскольку в силу (2.8) 4. 1, гл. 4, § 2 
je?" = 1, 


где B,==A/(1+7°A), а значит, в силу той же теоремы Хилле — 
Филлипса — Иосиды 
1 
—— } <1. 
= |< 


Мы будем пользоваться следующей очевидной формулой <HHTe- 
грирования но частям»: 


1 
АН { oO" dt=— егАНо & (0) = © “A (АКО £00. aft 
feat (25 conn! | FD. (1.2) 


Здесь g(t) — дифференцируемая функция со значениями в В, об- 
ращающаяся в нуль при {==1. Эта формула справедлива при усло- 
вии, что интеграл в левой части существует. 

Лемма 6.1. Оператор 


== л/а 


a feta 


существует как оператор в В на области D(A). 
Док азательство. Пусть g=D(A). Докажем, что 


f= Гейне В. (1.3) 


Разобьем интеграл (1.3) на сумму двух интегралов: 
со i © 
J=\ +f. 
о 0 1 
i 
Очевидно, что {, = \ elAx*Ag dx & В: 
о 


[= ]e4"4g|dx = | Ag]. (1.4) 
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Теперь оценим норму 


Сделаем замену х* ={. Имеем ae ee 


co 


b> et At 
а i elds Ag dy == = {5 а 
1 


1 


Применив формулу интегрирования по частям (1.2), получим 


1? её Ар _ aes 
i(2e Pat = ее ре dt. (1.5) 


3 м 1 
Первый член правой части, очевидно, не превосходит = 12|, а для 
второго члена справедлива оценка | 
ео Ре eo 
ег 1 
й pia dt аа 
of ‘ 


mua | Fat 
1 
Таким образом, окончательно имеем 
НИИ == с. Аа + с |8. (1.6) 
Определим оператор P, следующим образом: 


1 Aig 


4 


Е 


Pug = т Г elAtte-attg de, (1.7) 


о 


где g=B, a>>0— действительное число. 
Очевидно, что этот оператор ограничен и определен на всем В. 
Действительно, 


\ gi Ab gat? 5 a&& 
о 


< (еее Ма ее Е == М, [gl 


Лемма 6.2. Имеет место равенство 
——g VgeB, а>0. 


Действительно, 
д/ 2 


Раб = al ei ARO dé ре dy = — wi | pero dr dg = a 


р р 1 
ыы АНД —L 

Ца tate dt res gZ 
9 


(см. [13]. a 


Лемма 6.3. Для любого g=D(A) справедливо равенство 
"8=А8. 


Доказательство. Обозначим Т.=АР., D(Tz)=D(A). 
Прежде всего докажем, что 


T.g—Tg {1.3} 
при a0, g=D(A) в смысле сильной сходимости в В. 
Имеем 
és ns 
2 Ге dx 
у i? Ag dx + 
0 
r) А 
1 лы 2 yee 
+ ——— Oo te en те = У e = d. ас 
' Им ) УЕ ыы Ум J eae 


a йе. ее et Atg dit — 
x Ум ® see == 


a ve na аа (1.9) 


Очевидно, что предел первого члена правой части при a—O, а 
затем при №00 равен Tg. Из следующих ниже неравенств следу- 
ет, что остальные члены правой части (1.9) при a—>O, а затем при 
№М—оо стремятся к нулю: 


= gi AN а 


| 


co а ae | WN 
<{ реле маму 
N 


2) | == АНТ dt 
i 


‘ i? rut pi At со out со : 
3) а { eat <aMje| | <2aM| g | {eodx= 
| Vt Vt 
Vn N о к 
=УолМ|8 | 
Таким образом, (1.8) доказано. 
Рассмотрим теперь Та и докажем, что 
lim Tz =Т? на Р (42). (1.10) 
a0 
Для g=D(A*) имеем 
Тая = То (Та — T)g+TaTg. (1.10a) 


Очевидно, что А(Т.—Т)в=(Т.—Т)Ав-—0 при a—0. 
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Аналогично доказанному выше неравенству (1.6) имеем 
17а. CIA + Colles) для g,eD (A). 
Полагая (Т.—Т)в==а., получаем 
| Ta(Ta—T)g]<C,]A(T2—T)g|+ С.(Т«— Т)&| 5>,0. (1.106) 
Поскольку АТе=ТАвеЕВ, ибо Age]D(A), а значит, Tge=D(A), то 
в силу (1.8) ТоГа = T*g. Отсюда н из (1.108), Е 106) следует 


{1.10). 
Очевидно, что 


x0 


Tig = —- | А-а ЦЕ | ean-avdnatg — 
м 
9 о 


=~ if ered aig = a g= (A-io— а 
АН A+ia }* 
9 
Поскольку 
A+ ia a 


то отсюда следует, что Teg => AG при g=D(A?). Таким образом, 
T*g—=Ag 


для g]=D(A’). По замыканию в норме ||5||-+|Аз| это тождество 
продолжается на область D(A). Лемма доказана. 

Обозначим через Р. комплексно сопряженный к Р. оператор 
зида 


Ра = в/в [are dx. 
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Лемма 6.4. Для любой функции g=—B и a>>0 справедливо pa- 
венство 


N Gyo a® 


„ОНИ 
рр oe Е азы ча, 


где вне (АМ), а с, — некоторые константы. 
Доказательство. Имеем 


РаР.а ==РРав = > | ei Agagt ЦЕ j gianantg ть 
9 


д/з со л/з со 
= =) dq ewes cos? Bor аг == 2 J dg | ei At—atg—ai At cos* og dt-= 
х х a 
9 0 о 
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0/2 л/а 
РЕ. ips Е 
п < —iA (1 — 2 cos? ф) 2 | с, + iA cos 29 

0 


я 
1 1 dz 
к ай ег | a+ iA cosz 5, (1-108) 
о 6 


где контур C, состоит из точек 


x при 0=#=<-_— 8, 


м 
|| 
—— 


> +e” при ол, 


x при ae б=х=л. 


Таким образом, на полуокружности 
#6052 ==160$ es + Bei?) = 


= i COS (+ + Scos $) св (6 sin g) + sin (+ - 5 cos $) sh (6 sin ф), 


причем sin а + 8cos $) sh(6 sin p) 0 при 6<&, О<ф=л. Отею- 
да следует в силу (1.1) 
| (a@+icos 2А)-* |< M/a, 


когда 2еЕЕС.. 
Из (1.10в) aon 


р dz 
ee =) ЕЕ 8 — 


(iA — а) cosz 


= 1 a” 1+ cosz и 
л (А— а) В cos z (a — 1A) cosz | Bae 


1-Е сова Wt 
a) совет О Е | ea. 


A—@ 


Поскольку интеграл 


ce ( 1 (+00 2)* 


х cos 2 (cos 2)” 
65 
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ag 


Sars и равен некоторой константе с„, то можно записать 


о ам as a 


e,0" аи С (1 + cos 2) + Чао 
а > (ia + A)” &— (a —i A)” \ (iA cosz + а) (cos z)¥t2 ° 
n=0 Cg 


Докажем теперь, что 
N+1 
a | (1 +- cos 2) gd : D(A’). 


(a — iA)” а (iA cos 2 +) (соз2)М + 
6 


Действительно, 


Ava (1 -+ cos 2) №+1 
ЗВ д = 
| (а--А)\ | (iA cos z+ а) (cos z)¥*# 342 = 


И" 


x J |(@Acosz + ay? gidz<M(1+ My" | gli c(N, 8). 
5 


| {1- соз 2)V#2 
(cos мн 


Лемма доказана. 

Заметим, что если А удовлетворяет условию 1,a), то нужно 
брать —л<ф—0. 

Лемма 6.5. Для любого ве=О(А) справедливо равенство 

T-T=Ag. (1.11) 
Доказательство. Имеем 
ТТе = — ‘Jews dx | ЧА" Ав ау. 
0 

Аналогично тому, как aa доказано в лемме 6.3 соотношение 
(1.10), получаем 


| Ах" А dx \ et4v* Ag dy = lim \ егАхА-чых* A dy { etAv-a'Agdy, (1.12) 
0 о о 0 


Аналогично тому, как это было проделано в леммах 6.3 и 6.4, по- 
лучаем 


с, в 4 
1) mal elAxt-ax* dy { еси ДЗ dy = — ) —“ Ag = 
у 6 


© -- [А соз2 
0 
as - А и g dz; 
m J) 10052 cos? z cost2 (1+ cos 2} 
6 a 
<M 
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Поскольку 


tfkras | [еее кабы 
fof Св | 


2 < с, (6) Мар 


| dz 
| iA cosz | 
| ae 

a ) 


С5 6052 (: + 


TO 
a oo 
lim 4 алых | ела" Дар dy — Ag. 
ao п 
9 0 


Отсюда и из (1.12) следует равенство (1.11). По замыканию в 
норме ligii+iAgll оно остается справедливым для всех g=D(A),. 
Лемма доказана. 

Лемма 6.6. Имеет место равенство 


Т==Т. 
Доказательство. Для g]=D(A’) по предыдущей лемме 
TTg=Ag. 
С другой стороны, в силу леммы 6.3 
Тв = Ав. 
Следовательно, 
TTg=T’g 
для g=@D(A). Значит, для g=D (А?) 
ТТ е == Тзо, 
№ Е. 
: -ATg—ATg=0. 
Отсюда в силу условия 3) в 
Tg=Tg 


для g=D(A*): По замыканию в норме |lg||+||Agl| это равенство 
сохраняется для всех g=D(A). Лемма доказана. _ 

В дальнейшем оператор Т мы будем обозначать Т=7А, а опе- 
ратор P,=(A-+ia)~'”. Такие обозначения определены доказанны- 
ми выше леммами. 

В случае, когда А — «отрицательный», т. е. удовлетворяет усло- 


вию 1,а), под 7] А| мы будем понимать ¥—A. 


$ 2. Метод стационарной фазы для абстрактных функций 


В этом параграфе будут выведены асимптотические формулы 
метода стационарной фазы применительно к интегралам от абст- 
рактных функций. Метод стационарной фазы для функций со зна- 
чениями на прямой обоснован, например, в работах [43, 49]. 
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Приведем вначале известный формальный способ получения 
асимптотических формул метода стационарной фазы. При этом 
выводе, как мы увидим, встречаются расходяшиеся интегралы, ко- 
торые мы совершенно формально регуляризуем. Заметим, что обо- 
снование метода стационарной фазы, которое здесь будет дано, ни 
в какой мере не опирается на приведенный ниже прием. 

1. Формальный пркем вычисления членов асимптотического ря- 
да. Рассмотрим интограл 


= 


(в) = и F(x) ox) ax, (2.1) 
Т.е 


где gp, f=C*, p(X) финитна. Для вычисления членов асимптотики 
Г(®) при AO применяем следующий формальный метод. 

Пусть xX, — единственная стационарная точка, т. е. точка, в 
которой эгаа }(х) ==0. Разложим f(x) и Ф(х) в асимптотические 
ряды Тейлора в окрестности точки х==Хь: 


F(x) =f (%») Rr Lee 


t.f=1 


Ox, ae! (Xi — №) (x; — Xp) +.. 


п 
a t 
(x) =Ф +> i (x; — Xo) + 
i=1 1 
Сделаем в интеграле (2.1) замену переменных: 
х; — ху = VAG. 


Тогда 
a из п/2 4: $ 22 
I (h) = exp {4 Ржу) в lim ] os a fel exp > Гы (о) bail» 
x exp {i Vr [is (Xo, 5) + VA В (Xo, §) + ---1} (Ф (хо) + 1 (Xo, 8) Va. es 
(2. 
где 
ware 9} 
р 6. = м > ax, = ax, (Xo) gi, . Sigs 
lip (Xo) — ax, ax, Хо 
Pe (Xo, 5) == > = (2%), -.. Sry 
Lisesestp и tk 
Поскольку 
@ (x) = Ф(& = =F (Xo) + УЁ fi (Xo, 5) +. . а”, (Xp, 8 Е ...) 
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то имеем 


ф (хо, © = exp {i У (ь (ж, )  УРЬ(х, OH ...)} Ф@ = 
= SQ, (я, Е), (2.3) 


У—0 


где О,(х, Е) — полином у-й степени относительно —& (k=1, ..., 72) 
с коэффициентами, являющимися линейными функциями произ- 
водных ф(х) до v-ro порядка в стационарной точке х==х,. Подста- 
BEB p(X, &) из (2.3) в (2.2), получим 


I(h) =exp {и nv? У ВТС, (д), (2.4) 
$s v=0 
Су) = ||... | ге я м вы) О, (xo 4. 
90 —0oo k,j=l 


При нечетных v функция @,(хо, Е) нечетна и коэффициенты пра 
полуцелых степенях hk обращаются в нуль. Следовательно, 


1 (h) exp { F(a) | AS) УС» (о, 


v=0 


где С:,(х) — линейная функция @(x) и ее производных по x до 
2у-го порядка в точке X==Xp. 

Обоснование этого разложения мы получим, опираясь в основ- 
ном лишь на формулу интегрирования по частям *). Как уже было 
указано в предыдущем нараграфе, эта формула для абстрактных 
< функций g(x) со значениями в гильбертовом пространстве В и 
оператора A, порождающего группу в этом пространстве, имеет 
следующий вид: 


b b 
{eat (28 ) dx = — erate А \ ear 89 gee (2.5) 
Ро Р (a) ; i) 


при условии, что g(b)=0, g(a)/f’(a)=B и интеграл, стоящий в 
левой части равенства, существует. Эта формула позволяет пере- 
нести известные результаты метода стационарной фазы на абст- 
рактные функции. 

Рассмотрим в качестве наиболее простой иллюстрации следую- 
щую очевидную лемму. 


*) Нетрудно получить и непосредствеиное обоснование вышеизложенного ме- 
тода разложения и регуляризации интегралов, взяв вне носителя функции (x) 
область интегрирования в комплексном пространстве так, чтобы интеграл в фор- 
муле (2.4) сходился. 
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Лемма 6.7. Пусть geCy, feC, Q—xHocurero p(x) и 


grad f(x) 40 при хе; тогда I(h)= |... \ о} 
==O(h*), где М — любое число. и 
Доказательство. Очевидно, что 


ин: ; 
I(t) = | = (ew {5 Fh) од dx. (2.8) 
Тогда, интегрируя (2.6) по частям, получим, что 
I(h)=O(A). 


Продолжая этот процесс, получим утверждение леммы. Для абст- 
рактных функций такая лемма может быть сформулирована сле- 
дующим образом. 

Лемма 6.8. Пусть феЕС® (В) (х=“х.,...,х,)) и финитна, Q— 
носитель p(x), {С° и gradf(x)540 при xeQ, А — самосопряжен- 
ный оператор; тогда 


| ae { ef Af (x) ах = D(A’), 


где № — любое целое число. 

Доказательство, аналогично лемме 6.7, проводится с помощью 
формулы (2.5) интегрирования по частям. 

2. Одномерный случай. Разложение в асимптотический ряд. 
В этом пункте мы будем рассматривать ннтеграл вида 


b 
емо (0) dt, (2.7) 


где heC”, а g=C~[B] — бесконечно дифференцируемая функция 
со значениями в банаховом пространстве В, А — производящий 
оператор, обладающий свойствами 1)—3), перечисленными в 
предыдущем параграфе. 

В частности, можно рассматривать g(t) как непрерывную, 
функцию параметра fh: & (1) =5(1 h) такую, что все ее производ- 
ные по ¢ ограничены при 0О<й=1, а оператор А — как оператор 
умножения Ha l/h. В этом случае вся развитая теория будет сов- 
падать с обычным общеизвестным методом стационарной фазы, 
изложенным, например, в книге Эрдейи «Асимитотические разло- 
жения» [49]. 

Мы будем опираться здесь на результаты предыдущего пара- 
графа и на формулу интегрирования по частям (2.5). 

Лемма 6.9. Пусть feC~, Р(а)=0, [’(а) >0, [(#)==0 при 
a<xt<b, g(t) — бесконечно дифференцируемая функция со значе- 
ниями в В, обращающаяся в нуль вместе со всеми производными 
при ==. Тогда в случае нечетного т при всех «>—0 выполняется 
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соотношение 
b 


(A+ д" ( га (Е — a)” 5 {В аё= 


а 


й Q Чен 7m 4} i (m—- 1) гАКа) 
ге | и же ee 


+ (Ам) * exp {i(A + ia) f (a)} $, (а) + 
+ (A+ <) exp {КА + iz) f (@)} 9, (а) + 


5: 
+ (A+ tay? | exp {i(A + io) — д ха), (2.8) 


20e g,(a@), ф.(а) — бесконечно дифференцируемае функции от a 
со значениями в В, у,(Е) — бесконечно дифференцируемая функ- 
ция от ЕЁ со значениями в В, обращшающаяся в нуль вместе со всеми 
производными в точке b, х(а) =ДО(А®) и бесконечно дифференци- 
руема по а. В случае четного т. при всех «—0 имеет место соотно- 
чиение 
b 
Аа" [ел ад = 


а 
ВЕ (m+1)/2 m+1 тя) nao 
=1 | 2 | r re ) exp {mens \e g(a) + 


(A+ aly с ®ф, (a) + 
by 
+ (A- ia) { exp {i (A + fa) (E—a)*} pa © 48 + (а), (2.9) 


где фз (а), х, (а) — бесконечно дифференцируемые функции” со зна- `` 

чениями в В, 2(&) — бесконечно дифференцируемая функция Е co 

значениями в В, ph” (b) =0, п=0,1,...,х.(а) SD(A®). 
Доказательство. Очевидно, что 


и 
la = | eA (1 — a)” в(д = 
; 


exp {#(А-- aii) [(0} (#—а)" ев (д = 


Reng 


|.) 
= [exp {2 (А + ia) Р(@)} (# — а)" в, 41 = 


b 
= (AA + icy (exp H(A +10) FO} [SY (0) dt, (2.10) 
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| где 8» (1) = ([—а)"е в (1), поскольку при. т_>1 


® 


few G1 see - 
=i(A+ ia)? (ex {i(A + ia) f (d)} (45а) a. 
Обозначим р 


1 [т/2] in 
A= Geary, (¢— a)” g(a) ext, 


Очевидно, что в случае, если m четно, то f,(a) 40, а в случае не- 
четного mm f,(¢) имеет нуль первого порядка в точке {==а. Предпо- 
ложим, что т нечетно. Тогда, интегрируя (2.10) один раз по чае- 
TAM, получаем 


ы (тт) /а 
n= ( om) (A+ iy ааа) = 
Р (а) ; 


т jem (A + фор (mena | ехр {i (A + ia) | (23 — т 


ел Jae. 11) 


где с(т) = (m—1)!!, поскольку 
b 
éfexp{i(A+ ia) FO}AMa = 


= (A+ say? {exp (A+ нон | — 


вины rare die 


Очевидно, что равенство (2.11) можно переписать в виде 


f ef AIO (+ — a)” g(t) dt = 


=tlral P(e EAPO a + am enna + 


4. дтн (A+ a [ {i (A + ia) f ()} — г | dt, (2.12) 


Таким образом, задача сводится к изучению интеграла вида 
b 
I, = (exp {i (A + ia) f(D} 0 (A) dt, 
a 
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где феЕС*[ В], p(a) 0, ф® (6) =0 (kR=0, 1, ...). Имеем 


b 
I, = { exp {i(A + ia) f(D} OO &= 
= exp {i(A+ ai) f(a)} {exp ti(A-+ ia) E—a)*¥ p(t @) 4 dt = 


ba 
— exp {i(A + ia) F(a} exp {é(A + ia) (@ —a)"} 94 
rae (=a) (0 -- Ка). ° 


ть [=С® и при этом 
м при t—ag>4—4 . 


КЕ ==. 
1 при а" 


Имеем 


b 
Jy = exp {А + ict) Ка} { exp {4(A + 2) (E— )*} 1G) 9 (0) dE + 
Dy 
+ exp {2 (А + ia) (a)} \ L exp {Е (A + ia) (Е — а)*} (G1 © — 6 (0) E+ 


+ exp (A+ ta) Fay} f LL — 1 @lexp А+ ia) @— OF OE 
В силу свойств [(£) ore 
ера i) Ea} o(Qt@dt—=- - 
= { exp{i(At ict) (Е — a)?} @ (a) L(E) de = 
= (exp {i(4 + 10) &—a)*} g(a) db + 


+ | U@— пера +2) E— a} oye = 


© 


= { exp {i(A + ia) 18} (а) dn + | И®— Пх 
x exp {i(A-+ ia) (E—a)"} 9 (a) b= 
=A SO) HY] И — exp (A + ia) @— a} 9 a 
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Scena eee 


Отсюда 
11/4 


5 = 
[ера ia) £0} 0 (0 dim орка + £9) f(@)} 90) + 


a 


+ exp {(A + ia) Каз { U@)— exp {i(A + ia) фо 
ba 
+ exp i(A + ia) а} | § 1G) exp (4+ ма фо aE + 


by 
+f 1@lep GA + вед © «| 
Заметим, что для любого 4е=В имеет место тождество 


few {i (A + io) (6 — a} q (1 —1@) d= 
= {exp (A+ ia) @—ay"}q (1 —1@) B= 


ue ee a vanes 
“wae dexp{i(A-+ 29 (6 — а} a= 


Нее Jetting —ay et eas es 


i ie у: р 
ея] |995 а—18)% 


где с=а-+ 9—4 


Таким образом, 
ера fa) E—a)*}'9(0) (1 — a= D(A"). 
uence 
(i —/@lepG(A+inG—o} a. Oa = 
= {п —1@lexp {i(A + 9—2) + OA, 


а последний интеграл в силу леммы 6.8 принадлежит D(A™~), то, 
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следовательно, 


Ь 
(exp (А ia) о} фа = 


Е л/а by 

= VE ера + i) F@} OW + ера 9 а} [1+ 
+ ta — 

— exp {Е (А + ia) (Е — а)?} (Ф, &) — 9(@)) de + x (4), 


где х(а)=+Д(А®) и бесконечно дифференцируема по a. Очевидно, 
что 


by : 
{ 249) exp {2(A + ia) E—2)} (P,Q —=@) = (А fay, (a) + 


bs . 
. ра . . а [1 (2) [pi (Е) — 9 (а)] a 
+ i(A + ia) ae CAT ME-—M 2 sag Sao 


by | 
= (Амте) + КАЧ i) | exp {i (A + ia) 6—4, 


где 


=) — & / ©) (Pr 9 — @ (2) ; 
tp (5} eres Sn aaa 
Отсюда 


5 

{ exp {ЕСА + 22) (Фар = 
= ae a = exp {i (A -+ ia) i (а)} фа (а) + 
+ > exp {i(A + ia) [(а)} (A+ ia)? $ (а) 


5 
+ ЦА iay [exp (А + ia) E—ayy Bae, (2.13) 


a 


где »(&) — бесконечно и. функция — со значения- 
MiB Bu p™ (Ь,) =0, =0, ‚ p(a)=40. 
Подставив 


> 
= exp {2(A + ia) f (O} (A dt 
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из (2.13) в (2.12), получим 
{A+ соду ег АК (+ — а)" g(t) аЁ= 
= 2 Л ип tim 1) одна 
sar г ( 5 ) exp zp eae (a) + 
+ (A+ ia? exp {i (A + ia) F(@)} Фа (а) + 
+(A Fa exp {i (А + ia) f (а)} @2 (a) + 
+ (A+ iayt (exp {2 (А + ia) E—a)} p, QdE+4 (a), (2.14) 


где @i(@), ф.(а), х(а) — бесконечно дифференцируемые функции a 
со значениями в В, y(a)=D(A®), w.(&) — бесконечно дифферен- 
цируемая функция & со значениями в В. Пусть теперь т четно; 
тогда 


b b 
{ ег АКА (Е — a)” dt == i” (A+ ial? \ exp {1 (А + ia) О} f, (A dé, (2.15) 
a a 
где f,(t) — бесконечно дифференцируемая функция $, 
на =-2 = a ©) 
(7"(@)] 
Используя (2.13), получим 


b 
(A+ а" ofa (t— a)” g(t) dt = 


a 


= HE (im exp (КА + 29) F(a)} $» (a) + 
+ (A+ ial” exp {i (A + ia) f (a)} фа (а) + (A + io? x 
by 
x { exp {i(A + ia)(E—a)} be (94 +- 4. (а), (2.16) 


где 


2 
Г @) ’ 


5 (a) = ем (а) / 


.(&) — бесконечно дифференцируемая функция & со значениями 
в В, o3(a), g(a), х(а) — бесконечно дифференцируемые функции а 
<о значениями в В, 


у. (2) +Д(А®). 


с (т) а (a) 
Lf" (ayy? 


(A+ ia)? ( 41 (t— a)” g(t) dt = 
eal 2s (mene (m+ | imt)®) ила) 
ala Пе ae nO 
+ (A+ ay eff, (а) + 
by 
+ (A + 29) ® (exp {А + ia) E— 2) pe @) dE + x (2), (2.17) 


Tlockeabky р (а) = ‚ то в случае четного т имеем 


где ф, (а) — бесконечно дифференцируемая функция а со значения- 
ми в В, 1, (Е) — бесконечно дифференцируемая функция Е со зна- 
чениями в В, обращающаяся в нуль со всеми производными в точ- 
ке €=),, х. (а) =Р(А®) и бесконечно дифференцируемая. Лемма 
доказана. 

Положим теперь в формулах (2.8), (2.9) a==0 и применим эти 
же формулы к интегралам, стоящим в правых частях равенств 
(2.8), (2.9), но уже при а«==о,>0. К полученным интегралам вновь 
применяем формулы (2.8), (2.9) при «=. Продолжая этот про- 
цесс, мы придем к асимптотическому разложению интеграла (2.7) 
по степеням оператора (A + а!) —*/?, 

Рассмотрим теперь интеграл 

: 5 
{ елкод (A) at, 


где g?(—b) =g"(b)=0 (j=0, 1, ...), Р(а) =0, (а) >0, F(#) #0 


при t=4a, Разбив этот интеграл.на сумму. двух: § = $ +.) ‚ MBL K 
—5 —5 а 


каждому из интегралов, стоящих в правой части, можем приме- 
нить лемму 6.9 и, следовательно, асимптотическое разложение по 
степеням (А--ю.)-"?. Нетрудно видеть, что при этом останутся 
лишь четные степени этого оператора, и получаем окончательно 
8 м 
se. 1 р 
VAS ед = У — ев, (а) + Fria (а), (2.18) 
~b j=0 (A + 10)! 
где ¥y+,(a)=D(A%*') u N+1 раз дифференцируемая*) функ- 
ция а со значениями в В, а g;(a) — бесконечно дифференцируемая 
функция а со значениями в В, причем 


о (а) = al ae ij Г e exp {= sign f” (a) g (a). 


В случае, когда оператор А-' ограничен, можно положить a,==0 


*) То есть ее N+1 производная прииадлежит В. 
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3. Одномерный случай. Первый wien pasazoxenua. В дальней- 
шем нам понадобится следующая лемма. 

Лемма 6.10. Пусть g(t) — дифференцируемая [m/2]+1 раз 
функция со значениями в банаховом В В и все ее npo- 
изводные обращаются в нуль в точке 1—а, 3 (0) ==0. 

Пусть 


ф (Е) = ( etry (2) dt, (2.19) 


где a>0, (№ СК" — функция со значениями на прямой, 
> (0) <0, f” (0) 0, f(t) 0 при t= (0, al. 

Тогда функция p(k) при k->co может быть представлена в 
виде 


а тт т Parl 


xexp {HOD sign (О) войнов (0), (2.20) 


где ||o, 1-0 при Roo. 
Доказательство. Очевидно, что функция f(t) может быть 
представлена в виде 
P(t) =ю(, 


@() = Св". 


тде 


Проинтегрируем (2.19) по частям [1/2] раз: 


= rear ey fe (9. Ez 
wlan Te Te 


a a р. 
1 ¢ ig (i dettit) — (ye Гут fale ео 1 [+ d 1 | т 
one е tg (t) df (4). 
tk } Р (t) (iz) т! ap a dt Р i) & ( ) Ft ) 
Функция 
pi) ти (2.21) 
SG Е. ae 
CO значениями в В при четном т имеет вид 
p(B с, (т) = (m— ПН, (2.22) 
ра) 
тде ‹.(!) — непрерывно дифференцируемая функция, причем 
о-в, и при четном т wit) имеет полюс первого 


iF” (0) 
порядка при #==0. При нечетном т функция y(t) может быть 
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представлена в виде 
ф (2) — cy (m) Pe (t) t 


Fam) 
: , = & (0) 
где р. ЕС', причем ¢, (0) Tyne’ 
_ a (m)g (0) : 
ф (0) Е If” (0) ]o"+0/2 у G29) 


Следовательно, при нечетном т peC'. При четном т, таким 
образом, 


p(k) = Sie с, (т) { eit, (1) dé. | (2.24} 


(iky™/2 


При нечетном m7 имеем 


ve) = (Leming oy (Er | ем” 4 = 


i (m+1)/2 2 (m+1)/2 m+1 
= т) ес (0) (1 р | Г ca 
Fo 61 (rm) OE OU+ =F TF Ol ры 
xexp {Е Ищи (0) "ев (0) (1 + on), (2.25) 

где |0» |в->0 при k-oo. При четном т имеем 


(Ryo ф (Rk) = Vr ; ek Op, (2) ==] (^), 


где фз (Ё) =i" c, (т)ф. (В. 
Поскольку |’ (0) 40, то выберем «>0 столь малым, что (= И 
при t@[0, a]. Разобьем /(k) на сумму трех интегралов: 


_NIVE и. _@ 
Tey VR | еда УЕ | ems да -- УЕ | etre, (t) dt. 
0 % М/УЕ 
Оценим последний интеграл: 


и геКо а 
УЕ | c# 04| = | £m + 
NIVE | Vero) Inve 
a 
— ( ен) О < Een meee Sere ЗАВТ 
J at f’ (t) VEPINIVER) VE 


Е т 


[22 
I u Я $ (1 c c 
+ el oro о —* 
вы dt f' (t) м’ 
в. Vk 
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поскольку 


= о 
< | em 
at Р ) 
NIVE i 
as =! 
7 LP OL м — | с УЕ 
<с АЕ if mee <@rr 
<a ) Зри i’ Ollyve 
М/УЕ 


Оценим предпоследний интеграл: 


Е ( ei, (1) dt =~ (22 деню — 0 (Fz): 
vi | $ (4) ives Pa ~ “ИЕ 


Таким образом, переходя последовательно к пределу при k->oco в 
N—-oo, получаем 


Jim lim lim ROMA (К) ео) = 
= finn for ([ (о а 
о 


N a aa 
= 9: (0) lim 5 А = (0) | exp {чат | (0)} dé == 


For, 
Bld “yl = 
=95(0) Ve exp { a 
a Ley (om) g (0) th "ol. 
ara ra exp [1 sign f" (0) - 
Следовательно, 

= 2 (t70+1)/2 m--1\ 
Woes ти. 5 )^ 


xexp {AS sign fr О EY Mette (0) (1 + 9), 


где |lo,llp>-O при Roo, что и требовалось. 
Замечание 1. Из предыдущих оценок следует, что если вы- 
полнены все условия предыдущей леммы, за исключением 
|” (0) 20, т. е. если {" (0) =0, то lim | p(k) | RoR? == оо. 
Е— оо 


4. Многомерный ‘случай. Пусть теперь 71(х) == (и, ..., ха), 
B(x) = (%1, ..., Xn) — дифференцируемые [n/2]+1 раз функции 
со значениями в банаховом пространстве В, обращающиеся в нуль 
на границе области %=={|х:— 5 | <6, {[=1,..., п} вместе со все- 
мы производными, х=х.— единственная стационарная точка 
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функции f(x), т. е. 


grad f(x.) =0. 
Пусть, далее, 


p(k) = § ef g(x) ах, 
Qy 


матрина R= РА FE a) 


невырождена и индефинитна, f(x)e 
Ox, Ox; i, jet 


=(С"”/?1+ (Q,). 

Лемма 6.11. При высказанных предположениях справедли- 
80 равенство 
eitb/4 (27) п/а 
№ УТ 
где 8 — сигнатура квадратичной формы с матрицей ВЮ, J—=det В, 
[0,|в—0 при Е—оо. 

о Очевидно, что 

5 


Ф®= |... ре + Miele трем, петарды (2.27) 
6 15 


$ (К, ж) = ев (хо) (1 + 0%), (2.26) 


При малых 1 


Pe tM=eatt У Sea e+ (2.28) 
i,/=1 


Сделаем замену переменных £;=£&,(n) (i=1, ..., п), приводящую 
квадратичную форму | 


n 
д2 
9 (п) = SE eo) ny 
‚= Ox, Ox; 
#,]=1 
к каноническому виду 
п 
9 (п) =9(® = У 28. 
i=} 
Отсюда следует, что при малых E 


Нат + ж) =f ® =) +> М ма +... (2.29) 
{= 
Поскольку ДЕ/Рщ==1, то ; 
6 Sn 
pley= Ff ... | ев, (9) dé, (2.30) 


8: 8 
81 (5) = 2 (n(§) + *)- 

Пусть Ay, ..., Ар>0, Apes, ..., An<O0. Положим у,=|А^,|*?Е„ обозна- 
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чим через f(y), go(y) функции 


&. (у) = ры ait Vim 


Поскольку dy= TT |^.| "АЕ, то 


1—1 
6° 5, 
ik (0) 
(k, ж) =—— vn 
TT [41% = 5) 
1=1 
== де R = det | ZA eo 


Ox, Ox; 
ГОТ ti, fon 


Перейдем к биполярным координатам 
==; (а), y;=0Q;(B), 
t= 1, ур, j=ptl,...,a 


Полагая g2(y)=g:(r, р, ©, В), faly) =fs(7, 0, о, В), получаем 


ao 
К) = { (40, dQ, { { exp {ША (о, р, а, В)} аз (г, 0, а, В) rip >-Adp dr, 


(2.32} 
где 


7? 0? F 
fs {r; о, &, в) = -— 2 am 


Очевидно, что f(r, р, ©, 8) имеет столько же непрерывных произ- 
водных по своим аргументам, сколько f(t). Имеем (угловые пере- 
менные опускаем) 


Ё» (г, о) —= | (г, о) — 4: (г, 0) +Ь (уе, 0), 
(г, 0) = пр (г), 
fa(r, 9) — Far, 0) =p 2-2. — ptf (r, 0), 
pat. — rte (r). 
о 
Окончательно 


Ё (т, р) == АТ (г) + ор (г) 1— о? (г, о). 
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Полагая 
=F [ба (г) + р/в (Г), | 
В == рарь (, 0), ==, f=3, ..., Р-Н 1, 
Зраы= В, f==1,..., n—p—l, 
получаем 


в) = (149, 22, ею ее — Bg, © db dh, (2.33) | 


| 
| 


да (Е) = в Ir (8), 0B, &, ..., Bal р. Ue tof] 2 (руно, 


Обозначим через f(r, 9) иф(г, о} функции вида 


Fr, р) =” (р (г) Нор(г)), (7, в) =? (г, р). 


Поскольку 


a fe _ $ 
dr YF ar 2Иф 
д, fo Es Фо 


——— —- = 


do 2V7’ op 2V@ 
Pl, в) отличен от нуля при малых &, и Ё,, то функция 


р (Ел, Ea) 
= Dir, о) ( D (1, &) \s 
& ; => — es ff eee 
PG а, ы Dr, р) 
‚является [n/2]+2 раза дифференцируемой. Следовательно, 
ве С, | 
Рассмотрим 
Gs 8 А-а) 


ne=VVe Ter Erg, (В) ЧЕ, dl. 


Поскольку g.(&) при —,==a, и &==b, обращается в нуль со всеми 
производными, то, интегрируя по частям, получим 


i () i (55) iy! (n—p—1)/2] i dé, N exp {ik ti pee &)} х 


(e~1)/2] pei a ae [ (n—p—1)/2] aol de, (2 34) 
ЧЕ. Е г. у 


где 
g=((p—1)/2)+[(n—p—1)/2], 


функция 


Qa 1 \(-0/1 7 a 1. {(n-—p—1)/2] ны 
($e =) ea) 2 в 


имеет нуль в точке ЕЁ, =Е,==0 не выше первого порялка. Оценим 
интеграл вида 


by 


ike {(p~1)/2] ao. \le-e-0/2] „о 
k, Е = a ae ро пр аЕ.. 
hiheba lees) Гы | Be 18s (6) ae 


о 


(2.35) 


При этом возможны два случая: либо п-р— 1 четно, либо п—р—! 
нечетно. Пусть n—p—1 четно; тогда 


al al ae 
fs a) : ce by Ten, oes 


= (1— Р aes 2)!! Ф(&, Е,) = Cy (n, р) Ф (Е, Ё,). 
Функция 
Ф (51, 5) = Сет, 
(Е, 0, Bs, ..., Be) = GE, 0) = 


д | \le-1/2] 
= га =) 1 Ba (Е, 0, be, ee En). 


Следовательно, 


м 
I, (Е, &1) == & (п, р) iy е Ф(&, Е.) dE. 


В силу лемм 6.7, 6.10 имеем 


(Е, &) = “ aa Улей (Е, 0) ++ 


+ си (п, р) je Ye (Ea) Ea Ex 594,0 (= ) | 


где е=С® и к тому же 


1 при =, 
е (5,) = р 
О при Sen 


te (Eu Ba) = (En Е) —Ф (En 0). 
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Оценим 


by ВЕ 
Ге, 5) = |e eB) Eat (Es, 48, 


i р а д 
В 0—5 ‘+, БЕ 


Следовательно, 
, ey a 1 \le-ve2) 

Ia (by B= AO yn eins (2) Ba i 0) + 

Pr _ipee 
- сз (п, р) 2+2 | е “tpi (Ex, 46 +0(--). 

; k 

Отсюда 

[2 \% ¢__ руа-рЬюиза а (в, р) ix/ 
L@®)= (=) (21) ria Улейма x 


a 


д Cova] _ о да 
fe (oy Рив, Ode + ABP Ve "о, ды 
; Е & т . 

а: by 


а ВЕ. т \ | exp {ik (Ei — E2)} $, (Ел, 22) 4, dE. 


Очевидно, что для 
a, by 


1, (k) = { | exp {ik Ei — &)} фи (Er, Е) 4, ABs 


имеем 
41 ieee : b Е? 
„15 (®) = м е "tb (i, 5) d&, [е * ЧЕ, —0 
a 0 
при А— со. 
Оценим интеграл 
ид 1 \ fee) 
I,(e)= fe * (5 =) Pgs Er, 0) db. 
by 1 1 


Пусть p—1 четно; тогда 
9 1 \le-/2) 
(==) Bg, (Ex, 0) == са (р) Ev), 
0 & 
где 
с, (р) = (p—2)!!, ф(Е) С°, 2 (0) =. (0). 


194 


Следовательно, в силу леммы 6.10 
И . 1 | 
фе, (р) le "Фа => У тема, (0, 0)(1 + 0). (2.36) 
0 
Очевидно, что 
Gy 1g? 
fe "yp (Gi, 0) dE = op. (2.37) 


9 


Из (2.36) и (2.37) следует, что 


в®= Zor. 


Qk р Cy (п, р) са (р) Za (0, 0) (1 + 0+). 


Поскольку 
Ve (и, p) =P (ASP) gee, 


Уса (р) = (2) 20, 


84 (0, 0) = 8 ()2"^, 
Я (— 1? тои, 


$ — сигнатура квадратичной формы с матрицей 


R = 92} (хо) 


дх;дх, |’ 


то 
it5/4on/ 
о р ("= P 


=?) г (5) ea) (1 + 09. 


B® /2 


Отсюда и из того, что | 
2, уг") г (2) 
{Гаоа .==(л) г( ; r(4 т 


eitt5/4 (Qa) /2 
Btls Visi 
где lloglle>-O0 при k->oo. 

Все остальные случаи рассматриваются аналогично. Лемма 
доказана. 

Аналогично, опираясь на лемму 6.9, можно получить асимпто- 
THY@CKOe разложение интеграла 

о со 

{ т \ ев (х) 4х, х=(ж, ..., Xn), (2.38) 


где }(х) =С®, gradf(x,.)=0, огаа | (х) ==0 при х=Ех, g(x) Е С®(В) 
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следует 


Г(®) = & (хо) ет (1 + on), 


и финитна, оператор А удовлетворяет условиям 1}—3) $ 1. Имен- 
но, справедлива 

Лемма 6.12. При высказанных предположениях имеет место 
разложение 


4-1 OO 


Are \ и ef Alle) g (x) dx == 


w 
—< oO 


N 
== elite) Рича“ (Xo) + Я ма (%), х==(хь ..., Xn), (2.39) 
где g;(X)) (JN) — бесконечно дифференцируемая функция хо со 
значениями в В: Фх..(х)еД(А“*') и N+1 раз дифференцируема 
в В, а 
(2л)"/2ей 6/4 

УГ 

Заметим, что здесь, так же как и в одномерном случае (2.19), 
разложение ведется по целым степеням резольвенты (А -- 1) -”. Не- 
трудно убедиться, что члены, содержащие 1/(A+ia) в полуцелых 
степенях, обращаются в нуль, вследствие интегрирования по угло- 
вым координатам в представлении (2.33), точно так же, как это. 
имеет место и для асимптотического разложения по методу ста- 
ционарной фазы для обычных функций [42, 43]. 

Аналогичная формула имеет место и для оператора A, удовле- 
творяющего условиям 1), 1, a), 2) $ 1. При этом функции g,(x,) 
в формуле (2.39) будут комплексно сопряжены с соответствующи- 
ми функциями, получаемыми при асимптотических разложениях 
интеграла (2.38), с «положительным» оператором A, удовлетво- 
ряющим условиям 1), 2), 3) $ 1, и вместо 4”/? нужно взять |A|””?, 
те. (2) а о Cra gee aN oll 

Очевидно, что асимптотическое разложение можно получить в 
случае, когда A не удовлетворяет условию 1 или |, а) и 2), но 
можно разложить g(t) на сумму g(t) и g_(t): 


&+(t)=B.cB, &§-(¢) =B_cB, 


причем сужение оператора A на B, удовлетворяет условиям 1) и 
2), а сужение оператора А на В_ удовлетворяет условиям 1, a) и 
2). Кроме того, разложение можно применить также в случае, 
когда g(t) есть обобщенная функция в смысле п. 2 6 | гл. 1. Для 
этого достаточно подействовать на обе части равенства (2.39) опе- 
ратором A’, где { — любое целое положительное число, и учесть, 
что 


By (x) = 


A'D(A™) =D(A™-"), 
Пример. Пусть B=L,[—oo, co] — гильбертово пространство 


функций от т, —comt<oo, A= =, g(t, = (Ё)6(т) (см. 


гл. 2, $ 1, п. 6), 2 (р) еС®>. Тогда go(t)8; (+t) SB,, а go(t) 8: (т) ЕВ... 
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Пусть f(t)eC~, grad f(t) =0 лишь при 1—0. Имеем 
e470) g, (1) 8 (т) ==8(1)8 (*—[ (0). 


Таким образом, при п четном имеем 


a 


ies } go (1) 8 («— оу 


7a 
— (27)"!? go (0) 
Я] 


Я (t)= 


jeg, [t —f (0) + 25/46, [т — [(0)]} + 


2 oa д (0) Ве {e/8,, [т — f(D} + F (2), 


где ¥ (+t) ЕГ,, 6 и J определены выше. 

Заметим, наконец, что в многомерном случае имеет место 
утверждение, аналогичное замечанию к лемме 6.10. Это эквива- 
лентно следующему утверждению. Пусть 


lim k"/?1 (k) < со 
=] 
для любой функции g(x); тогда 


det | 2 


Ox; Ox, 


отличен от нуля в стационарной точке и метод стационарной фазы 
применим. 


$ 3. Асимптотика в малом решений абстрактных уравнений 


1. Задача Коши для уравнений с операторными коэффициен- 
тами. Пусть дана последовательность вложенных друг в друга ба- 
наховых пространств BYt'= BY (у==1, 2, ...), которая определяет 
линейное пространство В® со счетным числом иорм вида 


‘ley, v=1,2, 


Рассмотрим оператор 


Е = > L; (ра, sey Ди, Аль ++) Xn, A) Pasty tna == t, 


#=0 


зависящий от 2n+2 параметров и отображающий счетно-нормиро- 
ванное пространство В® в себя. Предположим, что оператор L бес- 
конечно дифференцируем по всем параметрам, т. е. все его част- 
ные производные отображают В® в себя. 

Теперь рассмотрим счетно-нормированное пространство R, 
функций х., ..., Х..., A со значениями в B&B”. Пространство R, 
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определяется счетным множеством норм вида 


о ‚|. пе 
< const, l<v, m<n+l, 


Пусть У,— некоторое счетно-нормированное пространство, объем-, 
лющее Ry: У,>А». Обозначим через Юй подпространство Ю, функ- 
ций, не зависящих от хл+1. 

Замечание. В этой главе мы будем проводить доказатель- 
ства для случая, когда пространства В* (1=1,..., со) гильбертовы, 
используя тот факт, справедливый лишь в этом случае, что 
OfnRicR, Если же пространства В: банаховы, то мы можем 
утверждать лишь, что h "р, Ю,<-В,. Это обстоятельство не влия- 
ет на ход доказательства приводимых здесь теорем, но сказывает- 
ся на оценке, которая понадобится при доказательстве теоремы 4.4. 
В рано К, рассмотрим оператор 


ln 
=k Xm о, secs Xnity п) [pe ax, ery ах, < 


b= SL, (- ВНЕ о Е h) (ih о y 
far ax, ’ Ox, 7 ^^ | aes Ons: ^ 
причем операторы — ih о ‚..., — действуют первыми, 
Ox, ox, 
т. e.*) 
Ly (p, x, р, #)Ф (х) = 
ra : + д 
Sli ax, ip et eS ‚2-е Sineas bh) Фед = 


=O L (p, x51, YO "OO. 


Пусть сужение L оператора L, определенное на множестве эле- 
ментов из Ra, обращающихся в нуль при х„.. =0 вместе со своими 


т— 1 производными по Xn41, имеет обратный рак 
Предположим, что выполнены следующие условия: 
1) ALOR, < И»; 
2) существует единственное решение уравнения 
Ly == 0, (3.0) 
оо 
*) Здесь при А == ИВ (см. гл. 2, $ 2) O77" (р) = (— 21) iy efPxih х 


—с 


x 9 (p) 4 (р, OF — ФА при A=1/h, т. е. OE 


КФ (©) = (nih) * x 
х } го а. 
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удовлетворяющее при х„..== условиям 
ap 
at! 

при & < х„-. < Т, такое, что 
A'peV,, Г>Ь—0. 


Очевидно, что если выполнены условия теоремы 4.1, то выпол- 
нены и условия 1), 2). Это о из леммы 5.2. 


= Ri, J=0,...,m—l, <i ee 


Пусть 
ф (Pr, «ees Pky Хам, ++ Хи» h)= 
=O (Py «+ Phy een Sunn уе {= S(p, 3), 
roe S(p, x) =5(р:, ..., Рь Xnvty ee ‚ Хи.) ЕС®, а Ф(Рр:, ..., Рь 
Хн+1, -.., Ань 2) — бесконечно дифференцируемая ограниченная 


функция при 
0<h<l, OS хь..=Т 


и финитная функция аргументов Py, ..., Day Хы, ..., Xn CO зНаче- 
ниями в счетно-нормированном пространстве В®. Для упрощения 
формул обозначим Pari, ..., Dntt mepes Sasi, ..., бана, а Жи, ..., ЖЖ 
через 1.,..., Nx соответственно, р.—=; при i>k. Теперь мы можем 
обозначить 
р (21, ..., Рь, Хы, ..., Халь, В) =p (р, x, В), 
L=L(n, x, р, 6, й) == 
> . д 
= а, +...) М», Же, Мань И, ее — th— xt) 
~ | а, OM an, ' . ый 

где д д ° 

— == > .`-у О 

дх Эх, OXnay 


2. Асимптотическое разложение линейного дифференциального 
оператора с частными производными и операторными коэффициен- 
тами. 

Лемма 6.13. Имеет место следующее соотношение: 


£ (a, х, р, © В) Фр (р, x, В) = 
= DP oxy {$ (р, x) | (n°, x, р, 88, 0)Ф- 


Ё п-т 
91. aL ag 
ee a д a <i 68 Ox, — 
ny 3 paar OS OT 
в. ( у as te у 95 9 
2 а др; Ox, On? 0% ры Ox, Ox, ag? ogo 
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в пт Е : Е 
as 0813 Ls . OL 
me oe 2S ae) в o|+ 
imi yokes ОРЕХ) ae t1 ГОР: h=0 


y t Go [2] N+1 
+3 h i (р, ae x)? +L Zn (1, x, h), (3.1) 


t=2 
где wo. (1=1,...,Й), № =--05 Waeetl,...,2+)), 
' Op; Ox, 
д д 


р: ( %, So» Ps 5) — полином 2i-20 порядка no д/дх и d/dp, 
x р 


2ь (3, x, h) ER, fi = Lin", x, р, 5%, h) | nao. 


Доказательство. Обозначим через Ly=—L, (т, х, р, =, h) 
оператор, действующий следующим образом: 


= Ру: 9 . д ; д 
Гр 1 Peery ih—., Хе, 20+ 5 Хпьь Pry Pr, — th а 
дру Opp OXp 44 
a 1 co oo n 
eth ek Waal... J TT db, x 
Ox, ) 0, % = дну er By 
Е i п ы 
Хх anew [i ( >) bts — D ча, % 
i=1 J=R+1 i=1 
> 03 ‘ Е п 
t 7: ’ 
«| | ... ane ур. — D> ti || 
—0o Ибо J=1 J=R+1 
x Ly (та, wee y Wk, Кемь --- у Хх, Pry НИ" Dix Ener, ie Sn, h) x 
п Е 
хр’, =, TT 4; TI ap 
J=R+1 t=1 
Очевидно, что 
т 
ТУ LEO Lo"? 
J=0 
Рассмотрим пространство C*[R**?, В®] функций oT 
Р:,.---, Pas Kneis e+e Ха h, 0<h<l, 


OX On = а, OX |p| <<, 0< |x| < со, 


со значениями в В® и пространство Cs [В”+?, В®] функций тех же 
аргументов в области 
O<h<1, —< <... <, 0= |p| <, 
0=|х| < о 
со значениями в В®, обращающихся в нуль вне интервала 
—b<x,,,<a+6. 
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Пусть феС“|! В”, Br], а фьеС5[В”, B*] и Фь=ф при 
0=х„..=а. Положим 


w= Ф(р, x, Aexp {—-S(p, 3}, 

р= (ра, ...у Pr), 

x= (Xen, чу Хин). 
Очевидно, что Тиз = Гр при 0=х,..=аи функция Lip, может быть 
представлена интегралом вида 


а _ р, в) = = 
is a fed n+ 
ие. ve f П 42 iL ani exp ( > им 3 vps) 
ре, —OO J=kR+1 УЕ i=1 
ic aie Beh ke ба 
6 {ex Pik |5 1/6. и: У ыы | Г (1, x, р’, Е, h) 3 (р’, x’, h)x 
og J=1 J=R+1 


x ехр 1-50’, =} ПД 4x’, Il «=. | 


J=k41 i=l 


Обозначим через J, (1, x, Е, A) интеграл вида 


hewn b =f... [29 в Ы м — У не р" В) 


=Е41 


-—> —> 
n+t 


x exp {-Sip’, x')} 95 (р, х,в) П dx TT dp’, (32) 


J=R+1 i=1t 
Пусть © — носитель функции фь (р’, x’, h). Обозначим 


Os” 95 
2.0 = ro (), a neers (Q), 


jokt+l,..., atl i=l,...,& 


Возьмем финитную функцию O(n, &), носитель которой содержит 
область Qy= Il Q x причем O(n, Е) =1 прич, Ее0.. 


tf i 
Рассмотрим интеграл 


со © ПА 


вв = |... П a TT аа — O(n, 8) x 
—co oo fj=kil i=1 
В cs . ° С i ua ’ 
vooir( 3 Эм} [|1 
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к-т У tail Lens ро Wexp {— FS x)} 09006 #1 


= 
nth 
> П dx; rT ani | . 
f=R+1 j=1 


Из определения O(n, &) следует, что 1,(х, р, №) отличен от нуля 
лишь при т, Е6Е%, т. е. при 


Е5рга4..5 (р’, x’), n¥&—grad,-S(p’, x’). 
Но если n, EFQ, то /1(ym, х, ЕЁ, 2) He имеет стационарных точек. 


В силу леммы 5.7 
I(x, р, h) =1. (х, р, h) +O(h*), 


где 
Пк, рп) = aoe | --- | OC Dx 
ke (2лв) "+ anaes 
fe n+t 
x exp Ч > Ех; — р фр.) en Уре nye 
[+ \f=Rtt =1 
р Rk р nth 
as |+ >) WPI 3 в Ps (p’, x’, В) exp tr (p’, x hx 
] 1 2, / 


atl 
x П dxjd; Г ара, (3.3) 
f=R+1 = 
N — любое целое число. 
Для вычисления /, (х, р, й) применяем метод стационарной фазы. 
озащнонарными точками 


ey, x}, Di ny, feR+1,...,a+l, i=1,...,8, 
являются решения системы 
2; 9$ В 
xp ex, Вы, jektl,... atl, 
ax, . 
9$ on x ro : 
Ш, Di = Pi, i=1,..., К. 
Р: 
Эта система, очевидно, имеет единственное решение 
д - . 
Hie) ур --1,...,п-1, 
Ox; 
Xj == Xi; 
т ОЗ 1=1,..., А, 
Op; 
‚0 
pi == р: 


Поскольку определитель 


о 151 Жо 0 


18,1 lens onl 0 0 
det Ox; x j - sh 
0 0 ex = >| I 8:72 
0 0 ae 0 


TO ay непосредственно применить метод стационарной фазы к 
Г. (x, p,h 3 
Я метод стационарной фазы к J;(x, р, h) и учитывая, что 


I(x, р, h) =1;(x, р, h) +O(h*), 
получим 


I(x, р, вер, 


Е 5 (р, x) | (1, x, р, 5, 0) D5 (р, x, h) + 


+ ih [ag (m9, x, р, ®, 0) -+ Sig; =. + oe 


ij 0 
i=l 1+1 95; 


+ 


5 у > 0-28 
г 0; at ae a 
= i,j=1 я nf é И 95; OG; 
№ R п-т 
921.0 921.9 9215 
м Ра, +S > = 
2 о 0 EO 
i,j=1 др 1 OP i,j=2 On; Op; i=1 jf=ktl on; 0g; 
пы 


_ 99° _ ‚ OL 
+ >, Sie — tn, x, ps & A) 


о 
[=Ёч+1 i=1 р; : 95 


Ps (x, р» | + 


h=0 


i 3 nip: (x, & р, 0) 3 (р, х, В) + Yen (р, x, i} (3.4) 


Здесь 


5... PReeti,..., 041, 


р:(х, Е, р, 1) — полином 21-й степени относительно Е, 1, Gi, Di; Ci, Bij, 
iy Ч ев. |; — коэффициенты, зависящие от р и х. Определим их. 
Пусть £(n, x, р, &, 4) =Co=const; тогда, очевидно, 


I(x, р, h) = Cy EXP {+5 (р, 2) os (р, x, h). 


Из (3.4) следует, что @&=0. Пусть теперь 


L (n, x, р, E h)= 1: + + Py- 
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В этом случае очевидно, что J (x, р, В) можно представить в виде 


я д д i р 
Ес ВА —S 3 A). 
I(x, p, i) = | ih es a ) + pv [exp {+ 54, 2} в, х, 
Следовательно, 
t 9$ Os 
I(x, р, В) = exp {5 x) [ pues + 9 oe др, ) 
.. [0% 9$. 
eG ee) 
Поскольку | | 
4—6, Ea b,j, t= 8,,, 
8, on др; f 
то из (3.4) получаем 
дз . 
aa , j=l,...,&, (3.5) 
д 
па, ао aid: (3.6) 
Ox ; 
c; =0, j=1,...,2&. (3.7) 


Пусть, далее, Га, х, р, Е, h) = пл. В этом случае 


i НИ ==) {-- 
I(x, р, В) = — В ( В aad Oa $) Фь (р, x, В). 


Следовательно, 

i 9$ OS 9$ OS 
I (x, р, №) ==ех {7s hl Pet 
(x, р, 1) P47, 9 (2 *) о 2p) 


д д 2 2 
ое. OS eS )®— 
Ox, OX, OX, Ox, OX, OX, Op; Op 7 


. д? д : as 99 д 
A? 5 oo 8 ie 5 9 a 9$ FP . (3.8) 
дх и OX; др; Op; др; др, др; др; 


Из (3.4) и (3.8) следует 


aS 
ees 3.9 
ae Op; 9p; a (3.9) 
as 
bi; == — 
Е dx,0x, 7° (3.10) 
Подставив а, 6; из (3.9), (3.10) в (3.4), получим 
i Rk 
921, 1 as ar 
one ane Se 3.11 
=. _ On} ani a 2, Op; Ap; An? an? (3.11) 


У рых Г. _ 95 OL 
1 бд Зы д дх, 9808 ° 


t,j=k+1 


(3.12) 


Пусть теперь (т, х, р, is h) = рр; тра. В этом случае 


‘ д 4 
I(x, р, №) = Gi 3p =e mpi) exp {+ 5 (р, 3 G5 (р, x, №) = 
= pip; exp {7s (р, 3} Фа (р, x, В) + 


| р 9$ | aI) 
+ efS/h Gans — pt 5, Po + Шри =. 
Pm др 


т 


Поскольку 
OL (yt: ps Beh) а. 
9%; др, = быв, 
то из (3.4) следует, что 
Е 
> Яибниди = 5 nia, (3.13) 


i,j=t 
dint =8miPo, Cy 0. 
Предположим, что L= HE m+p.&. Следовательно, 


(x, р, В) =h? exp [= $ (р, х) фз (р, x, В) — 


д2 

Op,Ox 
. 9 i i 

— ihpy exp {-S(p, | (p, х, h) exp {-,-5 (р, $} x 
1 т h 


m 


ох 


д д 
«[— 2 Soot (29 м6 + 88 29) 
Ox, OP Op, OX, 


aS ea S038 a I 14 
Py дхт a p, Ox Hep ( h Ox, Ф > Ox, , : oat) 


Отсюда и из (3.4) получаем 


ath Ё 
925 
> > ibid = 5 Ae (3.15) 
ИЕН: РА т 
Следовательно, 
ЕО 
т Op, OX т : 


Из (3.14) и (3.4) следует, что f;=0. Из соотношений (3.5)— (3.7), 
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(3.9) — (3.13), (3.15) при O<x,,,<a следует равенство 
Eyo=Lyp= Гехр | 5 (р, хр, x, п) == 


ais n+ 


— ваний | - =i п aes TL anes |1 У ях 


оо АЕ f==1 fsk+1 
2 oe nei 
xen |— 75 че | { w+ few ft ($ npi— tail 
feel р 56 [=1 1+1 
ХЕ (1, x, p's hyexp {= S(p’, х)} 95 (р', x’, h’) П атак = 
[= +1 t=1 
Rk 
__ рёзив | 70 F oL® op __ 99 OP 
== 6 |: p+ ih Р an? ap; ху д г 


f=R+1 


7 у 950 | 3 PS ayo _ 
2 Te 9p Op; On? on? rere „9х; дх, OS? 98} 
пы Rk | 
as aL 91 
d 
23 3 25 )- 


d 0 220 
р др; Ox; др 8; on? Op; 


— ;9Ё (ло 0 
ar (n°, х, р, 8, В) 


| 5 
h=0  mo=—gradpS(p.x) 


§°=grad,S(p, x) 


N 
Е д 5 
+ > nt :(х Op” р, эх) Фа, х, ny ь (3.16) 
i p Ox | 
В силу того, что ey as 
L(n, x, р, Ё h) o” haeeg Prey (x, ph) = 0" ere "tT, 
Р.,.-.› р. ы 
a Ф 


отображает К, в К», мы получаем утверждение леммы 


3. Случай бесконечнократных термов. Рассмотрим оператор 
Lip. .› Ри, Ха, .. 


‚ Халл, 4) в счетно-нормированном пространст- 
ве R,. Напомним, что 


т 
L(py,. s+ y Pasty 1, « » Xn+1, п) =; Lp (р, ...› Pn, М, 


wey Xnti, A) аа 
k=0 
Е, pie ate 1=1,..., 4, 
Ox; 
Pn == ih » Xan = 
7 


n+l 
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а операторы р; действуют «первыми», т. е. 
Га (Pir s+ +5 Dns X14, --+ 5 Хань В) (2, ..., Xa) = 


unig Bis .o08 
= 0 "Le (Drs see y Дл, Я, wee, Xan, AO “pe, eqn eas 
Мы предположим, что 
L (Pr, eeeg Ра, 1, ...у Хп-+аь 0) (3.16a) 


является константой в В* (зависящей, разумеется, от параметров 
Хр 005 Xngts Pry ---› Paar) (т. е. собственное значение оператора 
(3.16а) (терм) является бесконечнократным). Здесь 


L(py, ..., Рин, ЖА, ...› Мазь A= 


т 
= > Le (ра, .-+ 5 Pay Xap +++ Мань Mt) Darts 
k=0 
Возвращаясь к нашим прежним обозначениям, переобозначим 
Ё (р, Е Роль x, me Xnaty h) через L(n, x, р» E, h), где 
HFN, cee, Та ==, wee, М =, ...у Sn44 = Pars, ...у Pnas+ 
Через L° обозначим Ё (1, x, р, Е, 0), равный (3.16a) *). | 
Таким образом, Г (п, x, р, &) есть многочлен порядка т OTHOCH- 


тельно „+1 == Pais. Предположим, что 
1) полином L°(n, х, р, #) имеет действительный корень Ё»..== 


==р..= (Ра, ..., Par Ха, --,- Xn, В) **) постоянной кратности и, сле- 
Н(р,х, 8). 
довательно, 

910 __ 0/2 

on Past 


Png (Day. .. Ds F190 0+ Xp ol) 
отлично от. нуля; | | 
2) оператор L(pi,--., ВР», Раз, Xt, -...Х Ь A) вместе со всеми 
производными по параметрам и оператор exp{itdL/Oh},., отобра- 
жают B” BB”; 
3) выполняются предположения п. 1 § 3. 
При этих предположениях для достаточно малого ¢ существует, 
очевидно, решение 


S(t) =S (Xo, Po t), p(t) =p (Xo, Po; t), x(t) =X (Xo, Pos t), 


Мо = (%o1, eoety Ха»), ро = (Рока sey Pon) 
системы 
. on . on : ~ OA : 
= — —, p= —, <= АУМ р, 1=|,..., М, 3.17 
i др, Pi бе. 2) др; р: ( ) 


*)- В обозначениях $ | гл. 4 [4 = &% = a. =A(n, x, р, &). 
**) В отличие or обозначений $ | гл. 4, где корень Pn+, обозначался через 
Н(р,х, t). 
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которое удовлетворяет начальным условиям, отвечающим локаль- 
ной карте типа ©, лагранжева подмногообразия, т. е. 


5 (0) =S° (Рон, у Pors Xon+iy = Xon) > 


(3.18) 
pi(O) = ре, i=1,...,&, x; (0) = Xo, j=k+1,...,4, 
£5 (0) =~ = 25: (Por, ae) Por, Хо, +1, ere y Хоп), i= 1, тэ К, 
of 
(3.19) 
959 ; 
р; (0) == ax == Poj (Por, - ++ Por, Xor+1, 44.» №), ]==В-1,..., п. 


oj 


Для достаточно малого времени # существует также, очевидно, 
единственное решение 


Ри = Poi(Dir +++ + Рь Хилл: Хи, й), 
Жу= Жо (Рь - +=» Dar Хьнь +++ Xny Й) 
неявной системы уравнений 
Ре (Por, wey Рой, Ховы, -+- 9 Мол t) = pi, i= Lee oy Е, 
Xj (Dory ..., Dok, Soest, -- +, Жо, Y= xj, FRB... И. 


Сохраняя обозначения леммы 6.13, положим S(p, х) =5 (Xo, Po, #) 
для Xp=Xo(X, р, t), Po=Po(X, р, #). Как известно, решения системы 
(3.17) — (3.19) в силу теоремы Гамильтона — Якоби удовлетворяют 
также системе 


Ox, 91.9 $ 
25 = (по, x), 1-Е, П+1, 
9% og; 
где = : 
es 95$ р 
TSS. , j=—, ==1, ‚К, 1==е-1,..., п 1 
р; Ox; 
Следовательно, справедливо равенство 
У og. Эго tie op OL? егэ аф (3 20) 
0 И . . 
ЭР; 0%; jake ox; 9; dt 


Рассмотрим оператор, стоящий в правой части формулы (3.1) в фи- 


у В os Pree, 
гурных скобках, Ha который действует оператор Ф" *. Обозна- 
чим этот оператор через Ю. Таким образом, формула (3.1) перепи- 
шется в виде 


LO Pap a ФР oxy {75} Ко и“. (3.21) 
Сделаем замену 
ф=и ТУ, 
208 


rae | 
ыы р (рт, ..* 9 Dbo Херут» ...у Xn t) 
D (ра, -.., Pok> Хоа» +++ + Хоп t) ° 
Тогда ое : 
Е Nga) 
ot Vi\dv 2 а 


В силу леммы С. Л. Соболева (см. гл. 5, § 5) 


п+1 


Жи 5 {28 (1, x, р, я У = (р. x, р, 8) = 


Та 

a у дл ну. aL aL ats 
=—— о a 

1+1 é др; a= —1 on? 91? др; Op; oe Ри og? 5 Ox; Ox; 

net n+. 
020 _ до _ Го 
—2 +» (3.22) 
. 2 эт an; og a5) 25 fares "Ox, OEP j ORF ` 
Отсюда 
п-т 
dD A i 9210 ИВ 
= Ru = /—— | — pte 
ay VI ats 2 aan) ax ; cope” + oe = Ел 


г 2p, >) и} — — ih(Au + hBu), 


1—2 
поскольку в этом случае Г, (п*, x, р, Е°, 0) =0. 
Рассмотрим оператор 


Ru=—ih(Au+hBu), (3.23) 
где 


Обозначим через А сужение оператора А на множестве функций, 
обращающихся в нуль при t=O. Очевидно, что A существует. 


д В 
Поскольку P; (45> р, +) выражаются линейно через про- 
х р 
изводные от L по параметрам р, x, A, а последние по условию отоб- 
д 
ражают В® в себя, то и Р; («= ‚ р, =) отображают В® в себя. 
др 


Очевидно, что и feERn и ке дифференцируемо в А,, то 
д 
P; (xs ‚р, =) f(x) = К» и бесконечно дифференцируемы в К,. 
др 


Далее, поскольку exp {#- a a отображает B° sg В”, то. 
h=o 
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существует решение уравнения 
Av(t) =0, (3.24) 

удовлетворяющее при #=0 начальному условию 59|: = VoE Ra, бес- 
конечно дифференцируемому в К», и VER, и бесконечно дифферен- 
цируемое в К». То же замечание справедливо и относительно опе- 
ратора А-*. Поэтому действительно (А-'В)Мо (1) К, для любого N 
и при этом бесконечно дифференцируемо в R,. Пусть %' (1) — реше- 
ния уравнения (3.24), удовлетворяющие начальным условиям бес- 
конечно дифференцируемым в К,. 

Аналогично тому, как это было сделано в лемме 5.5, можно до- 
казать, что выражение 


N n . 
uy = У (— hy" > (АВ) (8) 
A=0 1=0 
удовлетворяет уравнению 
Auy+hABuy=h*t'7z,, 
где Z7,2R,. Отсюда следует, что 


7 qpPu-- Pp | i ode 
LO TF ee { т $ (р, х} им 


—— д gre Pe oT exp {= S (p, x} 2,-- AN M2, (x, th) = 


= Аа, (x,t), Z(x,t)E Ra, (3.25) 


в силу того, что оператор Ф””```*”* отображает А» на R,. По условию 
существует решение шеЕУ, уравнения 
1 = 2, (x, t, В). 
Поэтому 
EPP VT ети — AN") —= 0, (3.26). 


Поскольку М сколь угодно велико, то отсюда следует 
Теорема 6.1. При высказанных предположениях существует 
решение уравнения 
Гар (х, t) =0, 
представимое в виде 


i 
exp {= 5 (рт, ыы Рь, Хр» oot, Xn» 5} 


Hr, =” РВ —_ Хх 
и D (ра, +++) Der Хьзл» - ++» Ха) y= 
D (Фа, ---› Pog» Хо kat» °° +1 Ход) on 


erate \ (1% дао . OL 
x exp ) ( ) вр — i— 
J\ on 2 =" дх,др; ah 


|| AN i= 


) a} x 
h=0 


N 
“ > №; (ра, sey Pr, Хе, ...у Xn, ty + AN", (x, t, A). 
1=0 
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} 


919 — 0210 aL 


o—,. —— — — , = 
Здес on’ ax 0p; > Sh i функции x X (Xo, Po t), P=Po (хо, Po> t), 
a 

$ (ра, oes Dro Ха +++» Ап, t) = 5 (ж (р, x, мВ Po (p, x, t), t), 
и;(Рзь ---, Рь, Xntiy «-+s Xn, 1) — некоторые бесконечно дифференци- 


руемые функции, финитные по р и x, со значениями в В”, z,ER,, 
причем 


Uo (Ps, «+ ey Diy Хиль +++, Xn, Ё) =f (Po «++» Док» Мова» +++» Жар 


где f — произвольная финитная функция. 

4. Случай конечнократных термов. Теперь мы предположим, что 
выполнено условие 1) теоремы 4.1, причем точка A(P, рии, х, Ё) 
(терм) конечнократна. 

Мы сохраним обозначения и предположения 1), 2) п. 1 и пред- 
положение 1) гл. 4, 5 2. 


Основные тождества. Пусть xy, ..., х, — нормированная 
система собственных векторов 
L | nmoXs = LX: =A, i= 1, И ley (3.27) 
= (х,, ++) Xn, t, Pir ---, Рича), 
А=А(хь, Е. Xn t, Pau Sie very Pnas)s 
a ХЕ, oe aie — нормированная система собственных векторов опе- 
ратора (L°)*: 
(12°) х=АХ, imel,...,7, (3.28) 
при том же значении A=A( х4,....,Х», Ь Pr, ..., Pnas)- 


Докажем следующие равенства: 


oLe On 
a) (xi , “Op. Х: | = ap биг; 
/ v 


Vv 


aL aa 
6) (xi, ae) = — би, 5: = (x7, Х.). 


У Ox, 


Продифференцировав (3.27) по p,, получим 


0 9х; on Ox; 
CEE has SR ce (3.29) 
др, др, Эр, Op, 


Умножая скалярное это тождество на YX; и учитывая (3.28), полу- 
чаем равенство а}. Аналогично, из 
oLe OX; an Ox; 
+L — = НА 
а АТ Oe ax, hE oy 


У Vv Vv 


У 


получаем 6). 
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Продифференцируем (3.29) по x,. Мы получим 
01. OL® 9X; | dLo 9%; OX; an 


? | a aye 
dp,dx,, keh ax, бр, др, dx, т друдх,  друдх, ker 
+ an 9X; On OX, | PK 
т i 
Op, Ox Ox, др, Ox,,Op,, 
Умножая это равенство Е на 4%}, получаем 
до 915 an | Ox; * 
B) xi, PE ye) — = 83+ (x7,|—-—- =— -| + 
Р.9х, ^, Op Ox, Ox i 9х, | Op, 
aLo an | 9%: 
а. 
др., др, Oxy ; 


и аналогично 


+ ao a7), + [01° an | 9x; 
= 5.. — pea ciclina| POL 
r) (sean OP, Xi ) as и + (xi E ap, | an a 


ver и 


912 On | 9%: 
+ Xi» i, = — =0. 
др, дру | др, 
Обозначим, как и ранее, через А оператор, стоящий в правой части 


равенства (3.1) в фигурных скобках, так что равенство (3.1) пере- 
писывается в виде 


LP! = OPO exp {is@o} Ro + иг (x, 0). 


В этом случае мы представим А в виде 


N 
t 
R=A+ > hu, 
a t=1 | 
где 
A=L*(n’, x, р, Е, 0) = 
Г > дю a Е Le: 9 
Uy — 1. а: ; pe 
yan 917 Ps jae OE, 9% 
we $e tee Bee ae 
2\; sa Эр; ameang ® i ea OFP*S OgrOE, 


а 03$ дно # до ` OL 
23 3 ; |+ 


{1—1 а. Ox; 911087 i=1 91:др; i 
Очевидно, что уравнению 
Ay=0 


удовлетворяет y, принадлежащая подпространству собственных 
векторов оператора Г*, т. е. S(p, x) удовлетворяет уравнению Га- 
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a 


мильтона — Якоби 


os os т 
А on x, р, ae) = 0. (3.30) 
По условию 
А=А(1— ра) 


имеет обратный в В® и оператор 


[А (1— р^)Г* (1— pi) 


определен на всем В®; А есть сужение оператора А на подпро- 
странстве (1—р») В”, имеющее обратный. Для того чтобы можно 
было применить лемму 5.5 (4. II) теории возмущений и найти та- 


кое ф, чтобы 
Rp=h***z,, 


нам нужно существование № членов теории возмущений. Так, для 
определения первого члена асимптотики в этой лемме требуется су- 
ществование выражения вида А-‘и:х. Это означает, что WYSE 
eD(A~"), т. е. 


PXuyy = 0. 


Предположим вначале, что размерность г подпространства собст- 
венных функций оператора [* равна 1, т. е. точка А — простая. Тог- 
да условие (3.30) примет вид 


(y*, ших) =0. (3.31) 


Скалярное произведение понимается здесь в объемлющем прост- 
ранстве В'. Поскольку Х=Хофо, где |ж|=1, а Po=Po(Pr, ..., Drs 
Хьа» «+ +) Ая) — скалярная функция, а с другой стороны, опера- 
тор и, есть оператор в R,, включающий дифференцирование по аргу- 
ментам р.,..., Day Laat, ..., Хо, ТО уравнение (3.31), которое, оче- 
видно, мы можем переписать в виде 


(Хо, Ш! Хо) Po = 0, (3.31a) 


есть дифференциальное уравнение для определения функции 
Фо Dig sag Pry Xatiy ---, Kaan) 

Совершенно аналогично в случае г-кратного собственного значе- 
ния A, если Yi, ..., Хх; — нормированная система собственных век- 
торов, то уравнение (3.31а) можно переписать в виде системы 
дифференцированных уравнений для определения скалярных коэф- 
фициентов фин, ..., Por При Хь, ..., Xr- (Напомним снова, что хотя 


о = Poi (+, Se ey, Pr Хь+ 1, ...у Xnot) 


являются функциями параметров Py, ..., Pas Хьннь +++ > Хиза НО ЯВЛЯ- 
ются функциями со значениями на прямой, т. е. скалярами в про- 
странстве В'. Векторы же yy, ..., Хх, являются функциями fi, ... 

+5 Pry Xngis +++) Xngi, НО CO значениями в В', причем эти векторы по 
норме в В! равны единице.) 
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Система уравнений, эквивалентная (3.31а), имеет вид 
г 
+ : 
D>) (Xe шх/) Pos = 0, t= 1, ..., 7. 
J=1 


В силу леммы 5.5 для вычисления следующего члена нужно, чтобы 
элемент 


г г г 
uy Ga № Pos Ka + > выл + Us >) Porky 


J=1 У=1 У=1 


принадлежал области определения оператора А-!, т. е. 


PR ls ba > Posty > ты + Uy > вых = 0. 


У=1 J=1 У=1 


Таким образом, 


Г г 
> (xz, YX) Фи = — (x [А uy +s] > outs] Fy 


=. УЕ 
и мы получаем систему уравнений для определения . 
Pir =Prs (Dis ---, Рь Magis oes Xnyi)+ 


Аналогично, для k-ro члена 


k 
fe == Xp + AT > иль 


J=1 
мы должны потребовать, чтобы 
R+1 ~ 
У шен- = D(A). 
1—1 а 
Таким образом, 
Г 
D> Е, шх/) Pes = F, (3.32) 
У=1 
где F зависит лишь от Qi при 1<А, и мы получим уравнение для 
Pras == Pus (р, «e+ Pho Хы ee Xnat)- 


Итак, задача сводится к отысканию дифференциального оператора 
[= (Xi,U,;Xv) в пространстве С® и доказательству существования 
решений ф уравнений Lp=0 u Lp=F, где 
ф=С®” и Fec~. (3.33) 
Заметим, что оператор и, состоит из суммы вида 
OL’ д 


1» 


age Ox, 


ntl 


|: 
: 99 д 5 
uy =i > aa > 
У=1 on, Py ИР 
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где оператор К, не содержит операторов дифференцирования, a яв- 
ляется ее в В”, зависящим от параметров Pi, ..., р», 
Хиль... › Мпа. Поэтому 


г 
> (xB, Xa) Pia = 


a=l 
г k 
: FY aL? Og, + 919 og, 
— {> arn о хе) a “ — > (4, ia) 5 —= + У а:вФи, 
a=1 =1 on Py uw=k41 д, 1=1 
где аз — известные функции параметров Py, ..., Dar Naot, -.-, Хоа. 
В силу тождеств а, 6) 
r Rk n+l 
; д, д On 

Dd) 06, ша) Фи = р a ig, р aa a a 
&==1 : v=1 %y Py = +1 Py 9х, 


+ > авфи = — в Е У авФи, (3.34) 


t=1 


где d/dt — производная вдоль траекторий системы Гамильтона, от- 
вечающей (3.30). Отсюда следует, что решения уравнений (3. 32), 
(3.33) существуют. Далее, применяя рассуждения (3.25), (3.26), мы 
приходим к асимптотике решения уравнения 


Г ==0. 
Нам, однако, еще нужно получить решение уравнения (3.33) в «яв- 


ном виде», т. е. выписать матрицу ав в (3.34). Для этого мы вос- 
пользуемся тождествами а) —г). Заметим прежде всего, что 


: ; Г. 919 8% 
(ху, ии) = — дл + |; [x + ae 


J=1 ony Spy 
se aL 8X 
= ie +R (3.35) 
У=Ё+1 Oey xy 


Ry == (хх, Кахь), 


где д/бр. и 5/5х, обозначают полные частные производные по неза- 
BHCHMbIM ir ae Ps oe es Dro Хао ++ > Ха Т. @. 


8x, =o es > ax, ny У OX, OFF _ 
dp, 1 On, py + 95} Ops 


об. у as ПН ди, as 


др, dn? Op,Op; =, age Ox, Ор; 


v=1 


Аналогично, 
бх» _ Oy 5% ony Е: У Ox, д _ 
6х, Ox; а an? “Ox, Е og? Ox, 
Oty _ > 2% as > x, ats 
Ox; = ди? Op,Ox ; age Ox ,Ox 
J=1,...,a+1, Xagimt. 
Подобно Tomy, как это было сделано в предыдущем пункте, по- 
ложим 
о 
Qos = Vi ? 
где 
D (pys ---, Pos Хы, Й 
(р, х, 1) = po Re я ; 
(Dorr +++ Рив» Хо ру» °°? ол? OD 
(рь..., Рь Xnaty «++ Xn, t) — решение системы Гамильтона 


р= — 0\/0х, x=O/Op, t=OK/Opan, 


причем #(0) =0, ари x удовлетворяют условиям (3.18), 


в силу леммы А. С. Соболева удовлетворяют уравнению 


Rk nei 

92), 92), as 92), 925 

4 inv ¥ a Dy о дрд le >) 02=0 дх.дх 
2.0920; Fm 0097 ОРЮР» у, ОЕ OM 0Х, 


n+l 


23 У _ 9% PS 


m+. 


Подставляя 


os peng (и ede In J) 
д VI Na at 


в выражение для оператора и, (см. (3.35)) и учитывая тождества 


в), г) вида 


AFL 


+ 921.5 9*^, 
т sere |= 
iJ =k44 OF 08; 95:05) 


пт 
on OLo 1 OY On 910 7 OX 
к (= № в? 
РИ 95: oF; | 9, — 0% | дЕ? 


216 


(3.19), 


Or 


= ae ; : . 
а JSR дав, др; Ox, T=R+1 дх 08h 


}- 


fel и ` 
OL OX 
=2 У | rhs xe ) — [ gi, = 
У =R+L 9: ogy 


I} 


и аналогичные им, получим, используя равенства вида 


as . 95 
—=—. ’ 
Ox OX; Ox, 
a a 
gn ae и И 
at © f==1 Pi = р 


и аналогичные им, следующие уравнения для вектора u= 
= (ly, ..., Us)? 

du 

— + Gu=0, 

at з 


где @ — о вида 


+5 (x. 01° aa \\ дж 
=] |2 ‘др; Op; } } ax, 


f=1 


(3.36) 


Оператор YJ (x2, шх,) а соответственно имеет вид = +G. 


Отсюда следует 
Теорема 6.2. При высказанных предположениях существует 
решение уравнения 


представимое в виде 


: 
__ фра... р ь XP [3 (р, х, о} 
ф(х, 1} =O k h > >) В фу» (р, х, 2 Ху (р, 8, n°, x0) + 


УЛ {р, xy 2) №==1 f=0 
+AN2, (x, th 
где ф;(р, x, t) — векторные бесконечно дифференцируемые функ- 


ции, финитные по р и x, со значениями в В®, 2е=Кь причем 
Фо» (р, x, t) удовлетворяет уравнению 


а 
“E+ 0%=0, Фо = (Фи, -..,Фы). 


(Напомним, что функция S(p, x, t) — действие — удовлетворяет 
уравнению (3.10), а производная 4/4т берется вдоль траекторий си- 
стемы Гамильтона, отвечающей $ (р, x, t).) 


ГЛАВА? 
АСИМПТОТИКА В БОЛЬШОМ РЕШЕНИЙ АБСТРАКТНЫХ УРАВНЕНИЙ 


В этой главе мы докажем теоремы, сформулированные в гл. 2— 
4. При этом в основном мы повторять эти формулировки не будем. 


$ 1. Лемма о локальных координатах 


Прежде всего мы докажем лемму о локальных координатах 
(лемма 2.1), которая использовалась при конструкции канониче- 


ского оператора. 
Лемму о локальных координатах мы сформулируем в виде двух 


лемм 7.1, а и 7.1,6. 
Лемма 7.1,а. Пусть в точке «= матрицаВ = име- 
7 Е<п 
jen 
ет ранг гп. Гогда существует такая ортогональная пх п- -матрица 
ИВ (о) |, что bas каноническом про раоЗаниЕ 


94; 


a = == -У Biz (06) Чу (a), 
j=1 


(1.1) 
р: (а) = У, Ви (2°) р; () 


f=. 


равенство 


4. 
—* (9) =0 
да, 
выполняется для всех 1 о0=ЗЕ, lxj<cn, где R=n—,r. 
Доказательство. Существуют такие ортогональные матри- 
цы С,=С, (9%) и С, =С, (а'), что матрица B,=C,BC, диагональна 
при a=a (см. [8]), причем ее первые k строк состоят из нулей. 
* 
Очевидно, что первые k строк матрицы B,=B,C,—C,B тоже рав- 
ны нулю. 
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eT 


Докажем, что C,=C,(a") H-ecTbh искомая ортогональная матри- 
ца [|Вь (о) |. Положив 4 (%) = С,:4 (a), получим 


tC, 1 = С.В В.. 


Отсюда следует, что (0G./Ox)ama=0 (o=1, ..., №). Преобразова- 
gue (1.1) оставляет инвариантными скобки Лагранжа. Лемма до- 
казана. = 
94; 


i 
и OG(a)/da;(@°)=0 при oxk, 1<Xj<n, то матрица D,= 
=||0(Fx) /Oajllisen, где 


(Ye) a Е (a) при = К, (1 .2) 
G:(a) при i>k, 


Лемма 7.1,6. Если ранг матрицы 


| равен г, R=n—r 
=o 


вневырождена. 
Доказательство. Умножение матрицы В, справа на С, 
эквивалентно ортогональному преобразованию координат ои,..., Za 


вида &@=C,a. Поэтому В, = B.C. = 104/00. |. 
Поскольку в матрице В, при a=a@° отличны от нуля лишь чле- 


ны (94./дан) ama’ При i>>k, то из условия (2.2) гл. | следует, что 
(Орда) ==0 при i>k и j<k. (1.3) 
op; 


da 


Докажем, что det =-0. Предположим противное, тог- 
7 i ick 


да в силу (1.3) ранг прямоугольной матрицы А— друида; lier при 
[sk 


=a меньше А. Прямоугольная же матрица | 00/0; llamo (xox. 


Zn) равна нулю. Отсюда следует, что ранг прямоугольной матри- -.-. 


пы вида 
8%, РИ. И 
д=, ni 0 
Ро НА |. 
< a= an? 


меньше п, что невозможно, поскольку {g(a), p(a)} — п-мерное под- 
многообразие. Полученное противоречие доказывает, что 


п 
det Dz еее = TT (09:/O%:)a—ae det A leon = 0, 
t=h+1 
что и требовалось. 
Координаты точки @° вида й= (iy Saul Di Gani ieee gad. (= 
=n-—r) будем называть фокальными координатами точки ©, а со- 
ответствующую плоскость — фокальной плоскостью. 
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$ 2. Доказательство теорем об инвариантности 


1. Мы докажем теперь инвариантность индексов по модулю 4, 
поскольку для определения канонического оператора достаточно 
знать лишь такие индексы. 

Если некоторая область QCT взаимно однозначно проектиру- 
ется на плоскость 


Ча == 48 = one = Чы = Pre = eee =pr=0, 


то будем писать QCQ,, a если одновременно проектируется вза- 
имно однозначно и на плоскость 


~ ~ 
= ~ 


Ч: = д2 == a = Qk, = рем = 6 hs = р, ==0, 


то будем сокращенно писать 272,12, Если точка @ принадле- 
жит карте ©, атласа 2%, то будем писать a&Q,. 
Точки а=@, поставлены во взаимно однозначное соответствие 
со своими проекциями й, на плоскость 41 =4.=... = дь== ры. =... 
. = p, =0; при этом будем писать 7, =7» (&) и “= = (9). 
Последняя функция определена лишь на проекции области ©, 


отвечающей Q,, на указанную плоскость. Обозначим - 
dé == Do (a)/Dyp, Ve == Ind Be. 
Пусть 5 (%) — некоторая функция, удовлетворяющая уравнению 


, OS (a) [да;=р9да/да.. 
Обозначим 


Rk 
== 1 (Ye) = [Texel 5 (%) — У! P97 (=) | ve) : 
j= a=a(Yp) 
где @(a@) — некоторая гладкая функция с носителем QKQ,. 
Соответствующие величины, отвечающие an будем обозначать 


двумя волнами. Обозначим через Ф“” обратное преобразование 
Фурье: 


Zz анк”, вый к = : k Boing ~ me ра 
Фр = т —— .| ехр |- iA 55% 4 (41, ..., Ge) 49: ... Age. 
—<< —сс f=. 
(2.1) 


В случае, когда носитель функции (hj, ..., 4») равен R, интеграл 
нужно брать по А. 

Доказательству трех сформулированных теорем мы предпошлем 
несколько лемм. Заранее условимся, что все равенства в леммах 
7.2—7.5 и доказательстве теоремы 2.3 мы будем понимать в фак- 
тор-пространстве $ (см. гл. 2, §§ 1, 2). 

Лемма 7.2. Пусть воситель Q финитной функции (a) при- 
надлежит лагранжеву многообразию T={q(a), p(a)} и проекти- 
руется взаимно однозначно на координатную плоскость 4 и на 
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плоскость Gi=Ga=...=Gi= Pri =...= Р„=0, a Q,— его проекция ни 
плоскость @4.=4:==...=4ь= ры. =...=р,==0. Тогда выражение 
BT ~ im ~ = = 
1, (9) равно |, exp mera при ЕО, и равно нулю при 9» 6ЕО,. 
Доказательство. Для вычисления интеграла 0" ff (9) при- 
меняем метод стационарной фазы. Стационарные точки 4; = qi 


(i=1,...,) определяются из системы 
В ИАА ВЕ НВА (2.2) 
94; 
Положим в (2.2) 
P= 2; (8), H=U(@), i=R+1, ..., 0, fl, ..., & (2.3) 
Поскольку 
д. 
286 @) — 2 (< (9)) и «(9 (@)) = при ce, 
g 
то система (2.2) удовлетворяется при 92=8:(&) (1=1,..., №). 
Положим в системе (2.3) «=а(%,) 
(Ye== Pr, co eey De, ory день ..., Gu). 
Получим, что @=4 [= (9,)] (=1, ..., №) являются и 


системы (2.2) при произвольных ЕО, поскольку ра (у,) ] = 
(j=1,...,%) и 


Чета (ив = 9, i=k+1, 


Если 9»6ЕО,, то стационарные точки 4: (i=1,..., #) не принад- 
лежат области, в которой подынтегральная функция отлична от 
нуля. | 

Единственность решения системы (2.2) в области 7,0, следу- 
ет из того факта, что 


НЫ 92$ (a (9)) ара ы Do (a)/Dq 20 
09,09; Do (a)/Dy, 


£,f=1,...528 
(2.4} 
== qi (%). 
Условия применимости метода стационарной фазы выполнены, OT- 
куда следует утверждение леммы. 
Лемма 7.3. Пусть поситель функции p (a) принадлежит nepe- 


сечению Qe, П 0,; тогда в точках у», Е Qs, таких, что % (Yrs) яв- 
ляется неособой, имеет место равенство *) 


ФФ”, — exp {= Or = vet ie (2.5) 


~ ~ 


*) Здесь Фа ФРЬТ,, =o (oT, =- 
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Доказательство. В силу леммы 7.2 в неособых точках 


o*7, = exp [57°] р. (2.6) 
Отсюда и 

ре — бп Pray 

J, == exp {et | ore Tp (2.7) 


Поэтому в силу леммы 7.2 


oor", Tr, = exp {= jn} 0° T, == exp {= (Ye, — vk, у Lhe (2. 8) 
что и требовалось. 


Лемма 7.4. Пусть носитель g(a) принадлежит Qe, [| Qk; тог- 
да имеет место соотношение 


ЧЕ. РТ Я 
Ф = “de = etm /27, 


где т — некоторое целое число, не зависящее от Yp,. 
Доказательство. Рассмотрим интеграл 


Inn) — oo т 
имеющий вид 
ыы] atte р 
I Ye.) == (луна ) ехр ta |5 (a) — > pi (91 (&) — in|) 
1—1 


; Е 

2 mm D 1/2 a wes: ~ = =~ 

x exp!— ia М pail oz eG) dp, ... dodgy... diy (2.9) 
| = Dy, ` is | ‘ 


rye 


=> Вид, det Bs =I, 


. n ae, n AS 
aa (Ик) = a (5. ...) Pky > Вы т» ‘``. > tit) 7 
f=1 f=1 
Для вычисления интеграла (2.9) применяем метод стационар- 


ной фазы. Стационарные точки 42, р} (i=1,..., ke, j=l, ..., #,) 
определяются из системы 


Ry 
a — ~~ ~ 
= (8@-3 Pir @) =~, j=l, eae Ray (2.10) 
i 


[=1 


м Ц № me 
(s (a) ee, > 219; (2) + У, PiBiv — pv =0, v=l,..., Rg. (2.11) 
j=1 ]=1 


др. 
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а 


Как известно, 


— № ~—~ ~_ ~ — 
= [5®—5 29 |--# ©, 1=1,... №, (2.12) 
Pj 


1 


Re ЗЕ Bet 
= Ё @—> pits | = Po vk th, ...,% (2.13) 
У j=l 


Из (2.13) следует, что 


alen ч--- 
= в-х78|- 
99, 


j=1 


— Fab (a) — зв®, У Pir. (2.14) 
(=: + 


1—1 l==k+1 


В силу (2.12), (2.14) систему (2.10)—(2.11) можно переписать в 
виде 
4; (%)=9;, j=1,..., № (2.10’) 
У pibiv = py, У==1, ..., Rp. (2.11’) 
f=1 
Можно убедиться, что система (2.10)—(2.11) имеет решение 
фур) == р} (©), 4=4 =G (@), 
где a=a (Fp) — решение системы 
(а) =рРь 1—1... 9—9, i=k, +1, 


Пусть, далее, р, „ (а) — определитель матрицы A(a) вторых про- 
изводных фазы интеграла (2.9). Из формулы (2.8) следует, что 


при Я», таком, что & (Ys,) — неособая точка, 
о PN Ae 
lim ФФ &/ < co, 
й—0 


Следовательно (см. утверждение § 2 гл. 6), Dyin (&(9н)) 0, и ме- 

тод стационарной фазы применим. Отсюда и из соотношения (2.8) 
следует, что в неособых точках @ 

7, a 

[Оль (8) |= Tag @ 2 


Teg (a) 


(2.15) 


> 


откуда по непрерывности получаем, что это равенство сохраняется 
и в особых точках аеб,ПО,. Значит, О», ы (©) ==0 при ae, ГО, . 
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Cc помощью метода стационарной фазы получаем 
= in = 
1 (Yrs) == exp {= “oO. т} Thay 


где m= Ind A(a)—ke. 
Из (2.15) следует, что D,,, „(© не обращается в нуль на пересе- 


чении карт 9, и Q,,. Следовательно, Ind А (=) не меняется при ae 
=@,Г\О,,. Лемма доказана. 


Следствие. Разность \„—\ь равна т для всех неособых ие 
=б, Пн. 
Отсюда, MOCKOMPEY т не зависит OT 2,12, 


[Pie — Yel (a) = — Ye] (0) 
для любых неособых точек о, и Qs, принадлежащих пересечению 


2, и Q,,. 
Следовательно, 


Vie (a?) — Pea ( (a?) = РЕ Pes (a) oh Yes (a?) —= Inv. 


Мы доказали, что индекс пути из ©’ в а? является инвариантом, не 
зависящим от того, в какую карту попали точки a и <”. Отсюда 
следует теорема 2.1 о гомотопической инвариантности индекса 
пути *). 

2. Доказательство теоремы 2.3. Обозначим через 
KY (&, 28, {e}, {2} ] канонический оператор вида (2.3) гл. 2, за- 
висящий от атласа , совокупности центров 87, разбиения едини- 
цы fe} и путей {2}. Нетрудно убедиться, что в силу гомотопической 
чиварнантности в малом § pdq и Ind/[a®, a} выполнение условий 


(2.5) гл. 2 необходимо и достаточно для того, чтобы (в фактор- 


[2 
пространстве 5) оператор КАТ однозначным образом определял- 
ся данным атласом 26, центрами &? и данным разбиением едини- 
цы. Таким образом, 


КУА, 36, {ei}, UY ~ KEE (®, 0, fe}, OM, 
и мы можем оператор (2.3) гл. 2 обозначить через 
Kus (82, 26, {ei}. 


Прежде чем переходить к доказательству независимости кано- 
нического оператора от разбиения единицы, и лемму. 

Лемма 7.5. Пусть области Q'=Q'(8) (i= .., М) — элемен- 
ты покрытия (8) с совокупностью центров 2b) и в" (а) =ё' (а, В) 


= 


*) По определению, Ind [а ‚ & ]= т, где &,, а, — центральные точки 
a 2.” ба, ky Re р 

карт Q, , Q,. 
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(элементы разложения единицы) зависят от некоторого параметра 

=[0, =], так что каждая область (В) при всех ВеЕ[0, =] взаим- 
но и проектируется на одну и ту же плоскость fy, ..., Des 
Gevie sso Gay 6. a 8) дважды дифференцируема no В. Togs 


7 Kut {92 (В), 26 (В), {2 (а, В)}} Ф(@) =0. 


Доказательство. Достаточно доказать утверждение лем- 
мы для точки В=0. Пусть ek(a, B) — элемент разложения единицы, 
отвечающий некоторой карте 4 (В), и пусть карта (В) пересе- 
кается только с {[ картами fos (В) (@=1, ..., J). Рассмотрим 

N 
ТФ (а) = КАТ У eb (a, 0), $ (9. (2.16) 
j=1 
Докажем, что 


[5 55 КАФ, 099 | =o. 
Имеем 


| op КА (a, cle = {a exp {— Hah, ине. oD) 4. 


+30" “ex | В, dev ет е/ (а, 0). (2.17) 


№=1 


= = 
Здесь eH [ь, отвечают картам OF (B), a 


Pe 5ь = 
Ф ‘(а =Ф “f(a (уь. 
В силу лемм 7.3 и 7.4 | | 
o”* exp {-- iter 7,dev ©. В). | eh (а, 0) = 
2 вв в. 


= > =, Е. 
== exp = a} ory, 22 № F(a, 0), 


v=l,...,0 при ce Qin R, 
(a, В) 
op 


= 
Поскольку 
eka, 8) +> 2! (а, B)=1, 
i Pek 
1/48 3. П. Маслов | | | ; 225, 


TO 
‘ (a 
д EG В -- >) a (a, в/о 
: i=1 
в указанных точках. Отсюда, из (2.17) и (2.18) следует утвержде- 
ние леммы. a 
Пусть 28 и 2 — атласы с одной и той же совокупностью цент. 
ров 2, т. е. одной центральной точке a отвечают области Q'S 
и @'=. Рассмотрим атлас с центрами & и областями © = 
= К. Им отвечают разложения единицы {е'(а)}, {2(а)} и 
{е (*)}. Рассмотрим разложение единицы {е'(а, В)}, где е*(а, В) = 
= [2' (a) - Ве () ] (1+8В)-', отвечающее покрытию (8), где Q*(B):= 
=! при Ве= (0, 1] и ©'(0).=5*. В силу леммы 7.5 получаем, что ка- 
нонический оператор не меняется (в фактор-пространстве $) от 
замены атласа 2 на 26. Аналогичное утверждение справедливо, 
очевидно, и относительно атласа 26. Следовательно, замена атласа 
2 на 26 сказывается в каноническом операторе лишь на величи- 
нах, эквивалентных ‚нулю. Поэтому мы можем записать 
А . a 
КИЗ (82, 2, {e}] = KE” (9). _ 
Пусть теперь дан атлас 2. Возьмем некоторую точку aeER, 
age&. Изменим покрытие 26 (сохраняя его центры &) так, чтобы 


точка & принадлежала только одной карте © нового атласа J’ 
с теми же самыми центрами &. По доказанному эта процедура 


о >. 
оставляет КЯ% инвариантным. Окружим точку а такой областью, 
которая пересекается только с 2%" и целиком проектируется на фо- 
кальную плоскость, отвечающую ‹«. Таким образом, мы построим 


новую карту с центром -в точке а, обозначим ее через OF, a допол-.. 


ненный этой картой атлас и дополненное точкой « множество 
? соответственно обозначим 28” и #”. Пусть {ei (a)} — разбиение 


единицы по атласу 96’; тогда можно построить следующее разбие- 
ние единицы {ef (a)} по атласу 26": 


Ca) (a) = ey (а), 
Oty (ay = еб) (©) + ев (a) при #52 iy. 
Рассмотрим разность выражений КФ (а), соответствующих ат- 


. z 
ласам 2" и 2” с разбиениями единицы %) и 6.) соответственно. 
Очевидно, что 


КАТ (2) 9 (9) — КАТ (Фа) =  _ 
exp [и — Ind [a?, о] © [eft (@)— ef (@)] Te — 
| — exp {ip— а (0°, 2°]} Фе, (a) Ty. (2.19) 
226 А 


-_———4 


Так как e(%)(a)— eg) (a) == ев) (“) и носитель ef) ЕЕ ОР QF, то в 
силу лемм 7.3 и 7.4 разность (2.19) эквивалентна нулю. Следова- 
тельно, к центрам & отласа можно добавить новые центральные 
точки, и от этого оператор К\% не будет изменяться. Пусть даны 
канонические атласы 2’ и №” с совокупностями центров &’ и 42”. 
Рассмотрим атлас 26 с совокупностью центров & =" JH”. По 
доказанному 


Kus [22] — KY ` [227], Kat [97] ~ К [#2]; 


© 
следовательно, KE [?'] — Kk“ [9?'], что и требовалось. 

Теорема 2.4 доказывается аналогично при учете, что в леммах 
7.2—7.4 метод стационарной фазы дает асимптотические ряды по 
степеням R,. 

3. Доказательство теоремы 2.2. Пусть Г. и I,— ла- 
гранжевы многообразия, причем Г, может быть непрерывно дефор- 
мировано BI, так что они включаются в однопараметрическое се- 
мейство Г. (Oxt<<f), где Г.— лагранжево ИНОЕ при лю- 
бом т. 

Пусть, как обычно, ,— канонический атлас начального лагран- 
жева подмногообразия Гу = {4°(%), р’(«)}. Обозначим через из, 
отображение подмногообразия Г., на Vy: и.„Г.=Г., через 26.— 
канонический атлас подмногообразия Г.. 

Пусть © отвечает карте {<-2,. По определению карты OL 
область Q? взаимно однозначно проектируется на плоскость fy, ... 
..., Bas филь ..., Gn» Положим QL, = ш. ©’. Очевидно, что при 1. < 
область Q,, также будет взаимно однозначно проектироваться на 
ту же плоскость. Поскольку областей ©: конечное число, то най- 
дется такое =>0, что при ty<e во всех областях Qf можно ввести 
Te же локальные координаты $», что и в этих. прообразах <, Таким . 
образом, в качестве атласа №., на Г., можно взять совокупность 
локальных карт (Qe, Je = Шо. отвечающих областям И KO- 
ординатам уь=р:, ..., Das Geet, ..., Guy Так, что при == можно по 
определению написать 26., = Uy о. 

В силу леммы Бореля конечный интервал [0, t] мы можем раз- 
бить (точками т,, Te, ..., т». =й) на конечное число интервалов дли- 
ны А, обладающих следующим свойством: на Г‹,. может быть вы- 

. i Zé Г 
бран такой атлас 2%, что HO, = и, — атлас при т.т та. 
В свою очередь на Гх,: может быть выбран такой атлас H7;..,, 
вообще говоря, отличный от атласа Wr,,, ==и,1,126ч, что ‘== 
{+1 
= 6ч;„,— атлас при т на. 

Рассмотрим цикл yx, на подмногообразии Гх,. Докажем инва- 
риантность 4%: относительно деформации Г+,— Гу, т. е. до- 
кажем, 4TO pH этой деформации. 

Ind Vu; = Ind Vries: 
8* 227 


Поскольку мы доказали инвариантность Indy при переходе от 
одного атласа к другому, то тем самым будет доказана инвариант- 
HOCTb индекса любого цикла относительно деформации ГГ... 


Вначале допустим, что цикл 7«;‘можно деформировать на Г. 
такнм образом, чтобы он не проходил подряд через две особые 
карты атласа +. Рассмотрим отрезок by hy [a', @] цикла 
Vx; лежащий целиком в трех картах Q! ‚ бы 62, ‚где ©,— особая, 
а О! и Q?— неособые карты. 

Карты ом (в=1, 2), ey thd при ть мы будем обо- 
значать снова через 62° (в=1, 2), О, соответственно. 

Рассмотрим отрезок ит; л, Е. =1,,, ча. Докажем, что 
Шар, = Ind [,.. Тем самым будет доказана инвариантность Ind y,,,. 


поскольку по построению величина индекса может изменяться лишь 
при переходе через осббые точки. В силу этого замечания, не умень- 


шая общности, мы можем предположить, что а, а =, т. е. ate 
EO,12', а о?еЕО, Г. На каждом из пересечений Q,N2!, 2,2? 


якобиан D7,/Dij, по определению карт Q*? и Q, He обращается в 
нуль. По построению он отличен от нуля и в точках иИх,ч@° (в=1, 2, 


ттт). Следовательно, и равный ему определитель матрицы 
Вь=|04/ОР!|« < отличен от нуля в этих точках. Поэтому ‘индекс 
HHEp Ey матрицы В, не меняется при переходе oT @°(CTy, k 


Иер. 19° == Гу... Следовательно, Ind /;, = Ind? что и требова- 
JIOCb. ` 

` Рассмотрим теперь souk случай. Деформируем цикл Vu; и 
цикл ‘Yc,,, Таким образом, чтобы они проходили через централь- 
ные точки всех. карт, которые. эти циклы. пересекают. Рассмотрим 


Ты? 


отрезок цикла Peps - проходящий из. центральной точки Gz, карты . 


©, в центральную точку с, карты о, на ‘многообразии Г*,. Рас- 


смотрим соответствующий от езок п РТИ цикла tr, ИЗ цент альной 
у 1-1 i 


точки Oley EP, ‚ карты ©, = ил бы в центральную точку а, Рин 


карты а. Докажем, что индексы этих .путей совпа- 
дают. Отсюда, очевидно, будет следовать, что индекс цикла Yu 
равен индексу цикла Yrs. 

Напомним, что мы определили индекс пути из неособой точки 


a! карты ©, в центральную точку а, этой же карты как индекс 
инерции матрицы B, в точке а. ee 


= 


‘Пусть a ‘=, ПО, и является неособой, а бе, и а,— централь- 


ные точки карт с, и С, соответственно. Очевидно, _ что: 


Ind Дар» бы =— 14 Ца", Gy, ] + 114 Цао", Sul: Таким образом, ин- 
декс пути из а» в Op, равен разности индексов инерции матриц B,, 
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и By; взятых в точке a&'e=Q,,(}Q,,. По доказанному в лемме 7.4 эта 
разность равна индексу инерции матрицы A(c'). 

’ Заметим, что ‘мы всегда можем считать, что многообразия Tz, 
и Г,.. находятся в общем положении. Однако при некоторых TS 


={т.<т=т„.} многообразие может и не находиться в общем по- 
ложении [1].. 


„Пусть « ‘=, Гб, и лежит на. Pes a ae лежит на 
Yur... причем точки @ и а!°’— неособые. Докажем, что индексы 
инерции матрицы А (<) в точках <«’:и а? совпадают. Этим и в силу 


сказанного выше и будет исчерпано доказательство инвариантности 
индекса цикла Yr, ` 

Равенство (2.15), доказанное для случая, когда многообразие 
особенностей М имеет размерность. не более чем л—1, по непре- 
рывности продолжается на общий случай. Поэтому det А (cx) He 


обращается в нуль Ha пересечении карт 2,,Q,, а также вдоль 
пути. ик; «@ при ttt... Следовательно, вдоль этого пути ин- 
декс инерции матрицы А (а) не изменяется (в противном случае 


det A(a) обратился бы в нуль), что и требовалось. Отсюда следует 
и аналог теоремы 2.1 для пленки. 


AS 3. Асимптотика решения в большом 


1. Доказательство теоремы 4.1. Теорему 41 докажем в случае 
т=1 и Л, =1, Т. е. теорему 4.1, а. В общем случае произвольного 11 
эта теорема и теорема 4.2 доказываются совершенно ‘аналогично. 
Прежде. всего покажем, что теорема 4.1, а непосредственно сле- 
дует из утверждений, доказанных B теореме 6.2 ‘при условии, что 
время ¢ достаточно мало (т. е. теорема 4.1, а справедлива в ма- 
лом). Для этого получим из формулы (3. 37) гл. 6 ‚формулу, (2.12). 
гл. 4. Предположим, что носитель вектор- ‘функции g(a, В) (см. 
теорему 4.1, а) принадлежит области ©. В силу (2.13) гл. 4 носи- 
тель вектор-функции ф(а, Ё, A) будет принадлежать ©. Поэтому 
выражение (2.12) в этом случае в силу определения каноническо- 


го оператора может. быть записано. в форме (3.37) гл. 6 при учете 
равенства 


З(рх = { (—Hat-+ 244} + Av 54 — > Pavan Gi. 


ara) oe — “Had cee (io = 
Ho фана (3.37) получена в предположении, что 


РР, (©, t), ..., Ра, 1), быка, 1), ..., бл (а, Эры x 0 


при t<e. Поскольку канонический оператор может быть разложен 
на конечную. сумму выражений вида (3.37), то мы получаем утвер- 
ждение теоремы 4.1, а при t<ce. Все эти рассуждения, разумеется, 
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могут быть отнесены к произвольному начальному моменту &. Ре- 
шение О (<, 2), P(a, #) задачи (2.4) —(2.5) гл. 4 задает отображе- 
ние Wy, подмногообразия Г. на подмногообразие Г:. 

Применим к отображению Uy, построение, приведенное в на- 
чале доказательства теоремы 2.2 (см. п.3$ 2), и разобьем отрезок 
[0, 7] на интервалы О<В<Ь... <Т. Сохраним введенные 
обозначения 2: =u,.96° при 28; ®:== щи. при i<t<ti,,. 
Пусть при t=0 решение уравнения (2.11) гл. 4 удовлетворяет усло- 
вию (2.11а) гл. 4. По доказанному при < это решение можно 
представить в виде (2.12) гл. 4, где 


af =, Indl[o®, az] =0, 56 [Г == :. 
Таким образом, 


p(x, 9 = Kirn 6] У ФУ. 


%—1 


Заметим, что из условий теоремы 4.4, а следует, что решение урав- 
нения (2.11), удовлетворяющее начальному условию, эквивалент- 
ному нулю, эквивалентно нулю. 

Для решения уравнения (2.11) вновь поставим начальное усло- 
вие вида 


‘г 
p (x, 6) = Квт, [Hi] S evn” (3.1) 
v=1 
при t=t,. 
В силу единственности решения (CM. условие теоремы 4.1) мы 
получим при #—> & решение p(x, ¢) задачи (2.11), (2.11а). . 
Перейдем в начальном условии (3.1) к другому атласу 2; 
тогда мы получим с точностью до функции, эквивалентной нулю, 
Wa ИИ 
ф (x, 4) =, Киьбьь [26:1] > ФХУ, 
v=1 
где ой — начальная точка ;,, a 
у 1 л 
> { р49 + y — 114 [г ao]. 
[0,01] 


z= 


Kak было замечено, решение уравнения при ff, от этого не из- 
менится с точностью до функции, эквивалентной нулю. Поэтому 
получим 


71,09 Fr 
ф (х, t) = Kyhtgh [367] > PvX” 
v=1 


при #<Е=<. Продолжая этот процесс по индукции, придем к 
утверждению теоремы 4.1, а. 
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2. Доказательство теоремы 4.4, Сохраняя обозначения, 
введенные в доказательстве теоремы 4.1, рассмотрим 


Kr © ci ONS) $» (а, Hx (@) 


v=1 
при #=, где 
ae == up 100, y= \ pdq— НА, 
Hara) 
Фу (а, t)==Ev(aye™,  и==р (Е. 


В силу (3.2) гл. 6 при М=1, 1=0 (см. также замечание в начале 
этого параграфа), поскольку Ind! [9^, <] =0 по построению, 


имеем 
(—in+l)x К as ет) 5 Ф (ад (at) = 122 (х, t, h), 


где 2(х, t, h)e]L,(B', С,) — пространству непрерывных по Ёийи 

квадратично интегрируемых функций хе=А, со значениями в Bt. 

В дальнейшем буквами 2, 22, 2.,... мы будем обозначать функции 

из L.[B*, С.]. | 
Очевидно, что, 


Ped ЕЁ о 
Ки. ЕР (36?) = == exp {— “ett Kn rely (363), 


поскольку Г, (Е?) =Г(Е’), Н=Е’, точка a? на подмногообразии 
Г.(Ё’) совпадает с точкой @ на подмногообразии Г в объемлющем 
евклидовом пространстве и, следовательно, 


=— § НВА 


Цао a} 


Поскольку условия теоремы 2.3 в силу (4.1) гл. 4 выполнены, мы 
можем применить лемму 7.5 и на основании ее получить 


д „о 
i Кув те (363) = hz, (x, t, A). 
Поэтому 


д т nw 
— th-S Куьтке (86) У! Pv (а, 9х" (0) = 
v=1 


; [81 0,2 ах . 
= ih {exp {— Ht goa (26:) >) Ev (а) x* (a) ео = 


j : f 9,09 р 0 м 
= (—E! + ею {i (в— =) th Kot as, е Sh дх (@)—= Mey, 
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Отсюда 


[2 — Е’ + Ay) Кул цей (262) У Еве, (3.2) 


№=1 ` 


причем либо Phu (2) является точкой спектра оператора L, либо 


Ки (36?) 3 Ey (a) x” (a) 
№==1 Le 
ИЕ —B! + Вы 2, <UL — 2! + hal he, [2 


где || Il.,— норма в L,[B*]. Поскольку || (L—E'+hp) ‘Il, < 1/4, где 
4 — расстояние от точки E’—hy до спектра оператора 1, то отсюда 
‘получаем, что 4=О (h?), что и требовалось. 

Заметим, что соотношение (3.2) приводит также с помощью лем- 
мы 2.4 4. I теории возмущений к асимптотике спектральной функ- 


ции Ед интервала Ал, О\(Ё) оператора L, а именно, 


[I~ Eaal Кн У mee co] O(n), (8.3) 
| [Bt] me, 


v=1 
где 
A= {^/—О (В); МО (В). 
Теорема доказана. 
. Из теоремы 4.4 непосредственно следуют теоремы 3.1, 3.6 и 

3.6, * Из теорем 4.1, 4.1, a, 4.2 при учете теорем 5.2; a, 5.3, 5.5, a, 
5. 6, а следуют теоремы 3. Зи 3.4 (последняя теорема для уравнений 
Зи4 табл. 2). . 

Очевидно, что для гиперболической системы условие 1) § 2 гл; 4 
выполняется, если в качестве пространства В® взять конечномерное 
пространство. Известно, ‘что ‘из условий теорем 3.4 (для уравнений 
Ти? табл. 2), 3.5 и 4.3 следует условие 2) $ 2ra. 4 (см. [12, 61, 19, 
67, 32]). Из условий теорем 3.4, 3.5 и 4.3 следует существование при 
любом времени ¢ решения задачи Коши для соответствующих биха- 
рактеристических. уравнений. Takum образом; все требования тео- 
ремы 4.2 выполняются при’ осуществлении условий теорем 3.4, 3.5 
и 4.3. 


ms 


ГЛАВА 8 


КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИИ 
КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ В ЦЕЛОМ Со 


Задача квазиклассической асимптотики в целом, т. е. в случае, 
когда траектории пучка пересекаются, является весьма сложной. 
Аналогичная проблема в оптике была исследована в частных при- 


‚мерах в физической литературе (о переходе волны через каустику 


см., например, в книге Ландау и Лившица «Теория поля»). По ана- 
логии с оптикой априори можно было заключить, что если траекто- 
рии пересекаются и в одну точку х в момент времени # приходит k 
траекторий, по этому отвечает А различных волн, которые интерфе- 
рируют в точке x. Эта интерференция зависит существенно от MHO- 
жителя вида exp {—йж4;/2}, который стоит при ]-й волне. Эти сооб- 
ражения приводятся в [56]. Там же указано, что из априорных со- 
ображений нельзя угадать величину \;. В случае оптической задачи 
в пустоте с отражающими зеркалами величина Y; зависит от числа 
отражений, которые претерпела 1-я траектория. 

Мы видели, что для асимптотики решений уравнений квантовой 


‘механики роль таких отражающих зеркал играют огибающие ceé- 


мейства (пучка) траекторий классических частиц. 

При этом, как указывалось в гл. 2, величина 4; оказывается рав- 
ной так называемому индексу Морса j-H траектории. Этот индекс 
был введен М. Морсом при изучении вариационной задачи’ для 
функционала и определен как число отрицательных собственных 
значений второй вариации функционала [64]. Теория Морса сыгра- 
ла существенную роль в развитии топологии дифференцируемых 
многообразий [31] и в изучении задачи о числе геодезических, сое- 
диняющих две точки (вариационное исчисление в целом) [16]. Здесь 
мы видим, что индекс Морса имеет конкретное физическое содер- 
жание. | 

В предыдущей главе мы уже получили значение Y;, однако еще 
не доказали, что значение \; совпадает с индексом Морса. Кроме 
того, мы и требовали, чтобы коэффициенты уравнения были беско- 
нечно дифференцируемы. Большая гладкость коэффициентов суще- 
ственна даже для получения первого члена квазиклассической асимп- 
тотики. с помощью метода, который был дан выше. Но вопрос об 


‘установлении такой минимальной гладкости коэффициентов при та- 


кой 1, равной индексу Морса, является принципиальным. Легко 
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проверить на конкретных примерах в одномерном случае, что для 
разрывных коэффициентов величина 1, отлична от индекса Морса. 
Мы даем в этой главе вывод формулы квазиклассической асимп- 
тотики, существенно отличный от вывода, данного в предыдущей 
главе. Требование на гладкость коэффициентов уравнения оказыва- 
ется зависящим от степени гладкости функций в интеграле вида 


I(t) [обрек {HEY | ax, 


достаточной для утверждения: «Если уравнение dF =O имеет един- 
ственное решение х=хь, форма 4?Ё при х=х, невырождена и имеет 
индекс инерции Y, то справедливо соотношение 


focranen (222) dem 
== (2nih)”’? | D [exp { — = 9} ef (op (хо) + 2 (Y), 


где 2,(y) сильно сходится к нулю в Г, при A->-0, а D— дискрими- 
нант формы d*F в точке хо». 

В методе, который дан в предыдущей главе, требование на глад- 
кость коэффициентов уравнения зависит от степени гладкости функ- 
ций p(x, у) и F(x, у), которая достаточна для получения второго 
члена асимптотики в методе стационарной фазы. 

По-видимому, утверждение, взятое в кавычки и доказанное в 
гл. 6, может быть улучшено. Вероятно, можно требовать, чтобы 
функции ф(х, у) и F(x, у) принадлежали пространствам 17/21 
(вместо С!”/2 1) и "21 (вместо C!'?1+4) соответственно. Это 
улучшение теоремы о методе стационарной фазы немедленно повле- 
чет за собой уточнение теорем, которые будут доказаны в этой 
главе. SA Meee hens dete. hs 


§ 1. Метод шагов для построения асимптотики в целом 
Асимптотика функции Грина G(x, Е, Г) уравнения Шредингера 


ih АНУ (1.1) 


при A—-O может быть представлена в виде 
1 1%] 95 a 
G(x,8, 1)=C и det | Hae, | [OPT SOE 


G (x, &, f,) = 6 (x — 8) | 
в том случае, когда через точки & и х за время 1—& проходит толь- 
ко одна траектория х=Х (x, Е, ft, &), являющаяся решением задачи 
dx OV 
dt? Ox (1.3) 
х(Ь) =Е, x(f) =x. 


(1.2) 
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При этом S(x, Е, Ё) является решением соответствующего уравнения 
Гамильтона — Якоби и определяется формулой 
t 


S(x, 8 j=l (56.5 t, ty, t) — V(X (x, 8), ty to, 7) dt. (1.4) 
о 

Однако физический интерес представляет как раз случай, когда су- 
ществует «отражение», а следовательно, через две точки проходит 
более одного пути. Можно предполагать, что в этом общем случае 
асимптотика будет состоять из суммы выражений (1.2), соответст- 
вующих различным траекториям. Основная идея вывода общей 
асимптотической формулы заключается в следующем. Формула 
(1.2) оказывается верной для малого времени #= 1//2М (п-+ 1), где 
eV 
Ox ,Ox; 


М = max 
0<|x|<ce 
те, <п 


? 


поскольку для такого времени через две точки & и х может пройти 
лишь одна классическая траектория (1.3). На большой, и притом 
произвольный, отрезок времени формула (1.2) может быть продол- 
жена с помощью свертки: 


С (&, 5,2. — о} = iy eee м II СЕ ЕЕ) dey Е: Е 


(1.5) 
РЕ Оита 
V 2M (n+ 1) ’ 
причем асимптогика последнего интеграла вычисляется по методу 
стационарной фазы. а. 
Пусть tp(p, #) — преобразование Фурье решения ap (x, 0: 


b | eee OE ipx{h = 
9 (P D=—— (emt (x, t)dx, P= фь...Рб. (1.8) 


В == x, & ==6, & = (Ga, Se, ..-, 6m), | & —tin |< 


Рассмотрим решение p(x, #) уравнения Шредингера (1.1), удовле- 
творяющее или начальным условиям вида 


¥(x,0) =o (exp (--/69), (1.7) 
re p(x) wf (x) не зависят от A, или условию вида 


1 : ~ 
x, 0 ит ,0 d я 
т $, (p, 0) dp 


‘Pr (р, 0) == ф, (р) ей Фи», (1.8) 


где ф.(р) и [1(р) не зависят от й. (При ф: (р) =1/ (2 В)", }, (р) = pk 
имеем p(x, 0) =6(х—Е).) Начальными условиями вида (1.8), (1.7) 
исчерпываются в основном встречающиеся в физике случаи. 
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При этом оказывается, что задача Ok: 1); a3 7) связана с ран 
ем уравнений Ньютона 


=—gradV(X), Х=(Х,,...,Х,), (1.9) 
удовлетворяющим начальным условиям О 
Хр = Xo, X | = grad f (о), 7 р (1. 10) 


а задача (1.1), (1.8) —с решением уравнений Ньютона (1.9), удо: 
влетворяющим начальным условиям 


Хр = grad р, (ро), Хр = Ро. а: № (1.11) 


Предположим, что функции |2тад\(х) |, |gradf(x)|, |gradfi(p) | 
при всех действительных значениях х и р ограничены, а V(x) >0, 
f(x), № (х) — голоморфные функции в каждой точке. Отсюда, в част- 
ности, будет следовать существование в целом решения Х (хо, ft) за- 
дачи (1.9), (1.10) и решения ‘X,(po, t) задачи (1.9), (1.11). 

‚. Пусть M,,(x) — миожество точек X%, для которых Х(хь, 2). =x 
Соответственно, Мр(х) — множество точек Po, . ‚для ‚которых 
К: (Po, t) =x. : 

1. Основные результаты. Сформулируем" ряд определений, свя: 
занных с задачей (1.9), (1.10). На задачу (1.9), (1.11) они перено- 
сятся дословно, если заменить всюду' Xo на Po, Х(хь, #). на Х, (ре, В 
и ть „(х) на М» (x). 

‚ Если 


54 a ax, (0 || 


обращается в нуль в какой-либо точке x, множества M,,(x), то со- 
отвелствующая точка x, # называется фокусом задачи (1.10), (1. 11). 
| Точка: # называется фокусом на траектории Х (хо, №, если 


. OX (Xo, t! 
det Е | (1.12) 


Ox, j 


Заметим, что этот якобиан обращается ‘в нуль, если две «бесконеч- 
но близкие» траекторни пересекаются в точке Х (x, #), Ё. 

Ниже будет доказано, что если x, t не является фокусом задачи 
(1. 9), (1.10), то МНОЖЕСТВО M,,(x) состоит не более чем из конечно- 
го числа точек х® (x,t) (ЕЁ=12,..., Ro), для которых 


X (x) (x, м д =х. - (1.13) 


OX; (fot) Ji | 
I" Oop -| : 


B ‘фокусе t’ имеет. ранг amt, ‚то т. говорить, ‘что фокус простой 
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Если матрица 


Сигнатурой фокуса назовем сигнатуру в Е. формы с ма- 


трицей 
Ox ve 1 
re! : (1.14) 


OX ; (Xo, t’ +2) ff. 
ou ee OX; 


индексом Y фокуса назовем число. отрицательных коэффициентов 
при квадратах координат в каноническом виде квадратичной фор- 
мы с данной матрицей: y= (п— о) /2. 

Очевидно, что в случае простого фокуса индекс фокуса равен 
числу (нулю ‘или единице) перемен знака det||OXi(x, № [9х при 
переходе вдоль траектории через фокус. 

`Индексом m,,; классического пути Х(хо, t) (Ott) назовем 
сумму индексов всех фокусов, которые лежат на этом пути. Если 
все фокусы, лежащие на данном пути, простые, то индекс пути ра- 
вен числу перемен знаков det [9Х: (xo, 1)10х] при т, меняющемся 
от нуля до t. 

Пусть ф(х) и соответственно ф: (р) при |-> оо, [p|—roo стре- 
мятся.к нулю, так же как и их производные любого порядка, быст- 
рее любой степени 1/|х| и 1/|р| (т.’е. принадлежат пространст- 
ву основных функций). Пусть Q,— область, состоящая из всех 
2 о фокусов задачи (1.9), ace 10) (или. задачи (1.9), 
(1.11)). 

’ Теорема 8.1. Решение ф(х, t) о (1.1), (1. 7) может быть 
представлено в виде 


p(x, = 


‘ 
| 


t a | 
ор O)exp [+ ов, фе, 9) de — may fo 


k=o 


к. Ox (2) р —1 /2 N-1 р ; : ; 
x fact [Pee 1 1 Samy ay GP) + A Cate ны, (1.18) 
7 0% ., 4—2 | 
где‘х, t EQs, : x) ee) (x, beEM,, (x), г.=5,, С.— константа, № — 


любое ‘целое. число, а a (xf a) $) определяется из ыы соот- 
ношений | Ta 


29 (x), )@ (x9) = = 


- (| 


‘o 


эх, (=, т) ax (x), a 4 


det | 
Ox, у 


det = 


A я | “Fe (20 dt, (1.1 6) 


Oxo) 


206 mack, ‚Аз — оператор Лапласа в. «криволинейных» Koopdung- 
eae xO, oapakd & (Fie eG, 4 cine fap Wok a ; ато ome wan 
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Теорема 8.2. Решение тр, (х, t) задачи (1.1), (1.8) может быть 


представлено в виде 

ЭХ: (Pp) Tig 

a 2) = DF (9M, 0 | det all | 
ЭР 


а | в | pls ac ees р® ‚)—И(Х, (ри, ot dt— = rn 


N-1 
x + У (itt) 21g (08", t) + AY Corse (x, grad [ (ру), Е, rh ‚ (1.17)° 


4—1 


где р®==р® (x, t) =M,,(x), С.— константа, (x, t) ЕО., М — любое 


у (3 
целое число, причем 2 (р ) #) удовлетворяет рекуррентному соотно- 
шению 


2лаф (р М) = = ) У" (р, 1) Ae) {УИ (ро, 1) аа, (00 dt, ( 1.16’) 


где У (p, ) =| ЗЕ [0X1 (р®, t)/Opos |, 2 =1, А ри) — оператор Лапла- 


са в «криволинейных» координатах р®,гье Sh. 

Решение G(x, &, #) уравнения (1.1) с начальным условием G(x, 
& 0) =6(х—Е) (функция Грина) может быть представлено в виде 
(1.17), если положить 


1$, (0, 0) = о. хр {+ EPL, 9. (р) о fi (р) = p&, 


причем 2,,(x, Е, Е, В) будет удовлетворять условию 


| ль, 1,4) 0, (4, A) an © Ss 


для любого 6. е=5»ь, отличного от нуля в некоторой в, (=) -окрестно- 
сти точки &. 

2. Доказательство теоремы 8.1. Пусть x, Е — некоторая точка, не 
являющаяся фокусом задачи (1. 9), (1.10). Ниже будет доказано, 
что на каждой траектории X (х®, т) (O<t<t), х®еМ,(х) (R= 
=1, 2,..., №) лежит конечное число Gg, фокусов (см. лемму 1.4), 
расположенных, например, в точках t= 7h") (q=1, 2,..., 4»). 

Разобьем отрезок [&, #] ne t; (i<i<r) так, чтобы 

1 
1) Е. < min —, ВЕ НЕЕ 1317, t,=1); 
) ae eu V 2M (n + 1) Uses st) 

2) для каждой точки фокуса t, нашлись t; и tj,, такие, что &== 
= TH) — в, tin +=, где = достаточно мало, прежде всего Ha- 
столько, чтобы в промежутке Us t34,] не было больше фокусов. 

Обозначим через $ (Е:+, & trai, В), где Е, = (Еи,... } En) (:==0, 1, 
2,..., г1}) — действие (1.2) вдоль пути Х (Ён, &ь Ва, В, т), про- 
веденного из точки Е; в точку E:41, за время от В до &.,.. Формулы 
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(1.4) и (1.5) и соображения, высказанные вначале, позволяют 
сформулировать лемму (ее доказательство будет приведено ниже). 
Лемма 8.1. Справедливо соотношение 


ф(х, В = те г) @(E,) exp 2 S (Ен, 82, Ва, В) + ie) 


ar+N 

x |+ > и (Е, oe «9 Brite ee at) x 
q=1 

| oS 

FOE 41 


где &,=x, = иеЕЗ»ь, UgeS, М — любое целое число. 
Система уравнений для определения стационарных. точек в ин- 
теграле (1.18) имеет вид 


gradz, {S (Essa, &, bisa, t;) + 5 (Е, Ен, ti, t-1)} = 0, 
gradg, {$ (Ex, 89, 41, 1%) + F (Eo)} = 0. 
Ho grad. S (Eis, Sa + &) — —X (Ets =, teas, Е, т) jeniep 


1/2 


dé; + hu (x, t,,t,4), (1.18) 


(1.19) 


Действительно, 
НЫ : t 
as _ ( > Ё : ду OX, | => Xi y И 
aE Ba I meg ee bani & <: 
Bim г 1—1 9 В 9х, дЕ; j= 0&, ty 


=— Xn (Срна, G2, bras, fi, т) =, 


В то же время grads... S (Biss, 8, tis) =X (Etna, Bis нь, fist) а. 
Пусть & (x, t) — «стационарные точки», являющиеся решени- 
ем системы (1.19). Следовательно, 
ХЕ, 8", tesa, В, т) pene, = X (Е, Esa, te, te, т) |, 
(1.20) 
X (G1, £0", tr boy 7) [+6 = Brady (8) 


Это означает, что траектория Х (E,, в, to, *), в момент t=?) про- 
ходит через точку Е® с импульсом grad f (Eo ). Следовательно, 
ХЕ, EP, ty bo т) совпадает с решением X (Е »t) задачи (1.9), 
(1. 10). Из (1.20) по индукции следует равенство 
x (Bisa, Вы , tists ti, t) =X (Е, <), . {1 .21) 
Вт, i=0, 1, ee r—l, 
поскольку обе части его удовлетворяют одним и тем же начальным 
условиям при = и одному и тому же уравнению (1.9). 
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Наконец, из равенства 
ХЕ, =X (BP, =X (BB, tre bot, Diez, =X 
(в силу (1.21) при i=r—1) вытекает, что xy” =M,, (x). Значит, 
BX (нь, Инь ty 1) чи Х ee , 1). 


Интеграл (1.18), таким образсм, в силу метода стационарной фазы 
будет с точностью до О(й“+!), где М — любое число, равен сумме 
Ry интегралов вида ~ | 


1 
ЕТК cee ] @ (Eq) expt fre (Eo): a = $ Gen, &, testy al} 
(2)! J ae 


N+ra ГЕ D's (Е ‚ЕЁ ‚ 1) vege ys 

xsi hig Pgh Е) di 
| | 2 “| oe le 
У (1.21’) 


{—0 


7х (х ре М, 


где ni (&) — бесконечно дифференцируемая функция, равная едини- 
це в 6:-окрестности стационарной точки &®=Х (x,t), 6:<d, 8 
нулю вне 6-окрестности этой точки (это утверждение доказывается 
в следствии 8.1). 

Пусть по индуктивному предположению первые j интегралов в 


Формуле (1 et) для о в области IX Cn tj) | <6 равны 


Аи. waa о 


DX (el) (> ti) ty t)) 


TG, 4) eae Е | 


и : . h 
х LE. St Aly се кр {5 (8? (4), 4) — 2 mean, + 
oY i п 0 и} 
НУ &, tj), (1.22) 

где — Get: we i | 
- ше 5 9-05, и (Е, 6) = М», Gy), | 
о (228) 


S (Xp ола | (Beet V(X) dt 
‚есть действие вдоль классической траектории X (xp, №). 


Покажем: что формула (1.22) будет. еправедлива`и. для j= 11. 
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Вычислим интеграл 


| а 97] 


oe Eo | ее: aes Grea Бр ча, 8) м 
(2nih)y™/2 БЕ. 


x exp {Ls (Et, В fru, t)} 11 (G1, и) d& (1.23) 


по методу стационарной фазы. 
Стационарные точки определяются из уравнения 


gradz, {S (Bua, Es tin, t) + $ (2 (Е, т), t)}=0 (1.24) 


при [&—X (xs (x, 0, t) | <6, [Bese —X ® (x, t), tad 158 и t=h,. 
Пусть & — стационарная точка; тогда’ 


xX (Ez =, Ил, tt, t) frat) = = X (хо ey (=. в), т) ae (1.24a) 
Из этого равенства вытекает, что glee eo ре 
X (Ber, Bi fess tay 1) =X (x09 (8,0), 2) (1.25) 


при # <= 4. 

Следовательно, X (x (Е в), tt) вы, отсюда : Хо (Ee? 1) = 
= x4 Е ties) eM om (Er44). Поэтому = X (xi) (Ен, hays i) и 
weet Х@нь By Вы, вт) =X (20? (Essa, бы), т). (1.26) 


Из Savencrea (1.26) и Toro, что точка tists Е а не является я фоку- 
сом, следует, что при Пан малом 6 Иона т точка един- 
ственна. :` | 


`’’Допустим, что: существует еще точка gh: 13 3 =< 5. Это озна- 
чает, что из двух «близких» точек Е и = за время от.Ё до ty, в 


“"" точку Ё-. приходят две классические траектории. „Отсюда следует 


(в силу единственности и непрерывной зависимости от начальных 


условий решения задачи (1.3) для [teste < < УМ (n+ 1)), что эти 
траектории «близки». Каждая из них в силу `(1.25); (1.26) служит 
решением задачи (1.9), Ur. 10); значит, точка Ё.., &-. является фо- 


кусом. Но в точке &4., #”, якобиан DX/Dx, не равен нулю. В силу 
непрерывности якобиан DX/Dx, не равен нулю и в 8-окрестности 
этой точки. Мы пришли к противоречию. Все рассмотрение ведется 


в окрестностях траектории .Х (х® (x, #), т). Следовательно, peak 
идет о фокусах на траектории Х ie (x, t), +). 
В силу метода стационарной фазы 


im 
aaa = 4m, ]* 


2 {5 Ель, try ty +S < В, сы, 
‚Ба 
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% | DX (x (8, t),t) Г 


х | 025$ (Ен, &, На» by) 


р Dal 
N+nr he 
<1 + > A’y i} exp ens {S (а, &, И, t) + 5 (x! ’ (=, ty), 8} + 
4=1 


4+ ВАУ (Bsa, tir, 2), (1.27) 
BP =X (ХА (Ень Вы), В), Jo ES, уе Sr, 
где с’ — сигнатура матрицы 


Е (5 Besa Вр tiga В) + $ Ob) ро, а 


1.28 
ЗЕЕ ( ) 


B= Xe (By try ty 
В силу (1.25), (1.26) 
$ (Besa, В, tina, te) +S (x8? (El, ty), В) = 


ter 
= | [ев 9 VX? Ea, aot 


ty 


Е [> X2 (al а), — V (x8? CF, ty), 94+ f(x 8, 4)). (1.29) 


Кроме того, если продифференцировать уравнение для стационар- 
ной точки (1.24) по x, считая, что & и Е... зависят от хь, TO мы полу- 
чим равенство 


> Ё 5: (2.1; 8 Sy ee т) ах, (хо, thei) ce 
ОЕ. хот 
if 08 {5 (Ель byte +S (29 (Е, т), 9} OX, (x0, 0) | 


=0, 
05); Е: OXom 


wae т) 
мои аа) 

(1.30) 
которое справедливо для любого «<... Отсюда следует 


|= Sree Бр ра т) 3. OX ; (хо, В) = 
Е уд р 


Ox; 
OLS (Еда, Ep на, DAS (x (Е, т), 1)} 
0§ , 08; 


I“: (xo, п) 


ie | (1.31) 


при & = X (xf (Ева, tees), t), Xp == х® Eras bras) 
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В силу (1.29) и (1.31) формула (1.27) приводится к виду 


а 
а | 2 бт ity ny x 
о. 
DX (x нь ны), вы) PA 
‘ L. ? > 
хи Евы, ин) | ен 
Хо 


М-+пг a 
x | i+ У | exp {—s (x8? (Ень вы), tin) + hy, (1.32) 


q=1 
yes, GES. 
Остается вычислить 0’. Предположим вначале, что на отрезке 


Е 
Е тж й. траектория Х (20 (x, t), т) не имеет фокусов, т. e. AKO- 
биан 


DX (х® (x, 0), т) __ Dx (x) @®,, t),,). 7) 
рх® рх® 


не обращается в нуль при << t<t,,,. В силу непрерывности это бу- 


дет выполняться во всей области Е: ЕЙ | 58. Как будет дока- 
зано ниже, при й<т< в... определитель 


DPS (Брать в» илл» D 
05,158 


не обращается ни в нуль, ни в бесконечность (следствие 8.1). Сле- 
довательно, в силу (1.31) и детерминант матрицы (1.28) не обра- 
тился на интервале #<т<й.. ни в нуль, ни в бесконечность. Отсю- 
да в силу непрерывности матрицы (1.28) по т следует, что сигнату- 
ра ee тоже не меняется в указанном интервале. Но в точке t= &..—-е 
матрица (1.28) будет положительно определена в силу (1.31), по- 
скольку матрица 

PS (81.1, Sy fi ti — 2) | 


Ey 98 } 


при малом = мало отличается от единичной, умноженной на отри- 
цательную константу, а матрица 
Г 


ЭХ; (хо, 1+1) 1 ПОХ; (хо» Cia — =) 
oa [а 
мало отличается от единичной матрицы. Значит, матрица (1.28) бу- 
дет положительно определена и в точке т=й. Из (1.32) в этом слу- 
чае следует (1.22) при j=/+1, поскольку, если на отрезке &=т= 
‘< йа нет фокусов, то 


т ( =M &,- 
хо seh xh ty 


243 


Предположим теперь, что: на OIDESne: [é, 1..1 лежит фокус тра- 
ектории X (х® (x, 2), t) в точке т’. В силу разбиения отрезка Ute fy 
имеем й=т’— в, t4,=1' +8. Поскольку матрица 
FS Enya By на» td 

Besayery 


при достаточно малом в мало отличается от единичной, умножен- 
ной на отрицательную eOuCTanTy то в‘силу (1.31). сигнатура 6’ ма- 
трицы (1.28) при Ен: = Е будет равно сигнатуре o фокуса (1.14). 
Матрица (1.28) в точке т=ё, &:= &® отлична от нуля. Поэтому 
в силу непрерывности ее сигнатура не изменится, если вместо &®, 
взять &,,, такое, что |&:.— ee | <6. Следовательно; ‘поскольку 
т, = (tt — 0)/2-- Ты... где о — сигнатура фокуса, то рыла 
(1.32) совпадает с формулой (1.22) при j=/+1. 
Остается еще доказать (1.22). для ae Как будет доказано ни- 
же, при 


<<, М’==пшах 
< Gir £5, Mn’ : 


+33 02} (x) 
‘98; 


на траектории: Х: On. (x, ‘ty, ty фокусов нет; ‘а. ‚для. ‘этого случая фор- 
мула (1.22) доказана в гл. 5." 
Таким образом, мы получили формулу G. 15). Теперь нужно по- 
казать, что 2. удовлетворяют рекуррентным соотношениям (1.16). 
Можно показать, что заменой : 


Oa os Dx Ge (x, 8,8 
Pr cc en fy Sx (x, °, ee (x, 5, 1 п) 
_ Dx®) 
| AU 39 
уравнение (1.1) mnt: K ‘виду a i 
90 (x), ¢ DX (x, Е DX (x), Е 
А aya cat, a / ay. i" 
= 2 р; i № Dzx®) 
(1.34) 


$ р й | р у 2. ot 
Следовательно, если мы подействуем оператором ih <= +> A— 
— V(x) на обе части равенства 


в) 
ф (x, мер >) exp pre ) cnr is SG, 9} (И то a ee 


= [1+5 > м |= ва (x, fh), ze Shs (1 .35) 


9= ° 
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то всилу (1.33) и (1.34) получаем. 


ax (<, t) \+ ist i (e) 
—= ee exp 4 — —— aca 
(EPO fn LS 
A? DX (x), 2) ах (x6), 1) \~4 
x ino Ав х 
a #527 рю 3 ры |. 


«(0 (x) |+ У Ht} |= — AN", (#1 t,h), (1.36) 


где 2=5,. Приравнивая коэффициенты при степенях he, Los ame 
для г. (q=1, 2, ‚ М—1) рекуррентные соотношения (1. 16) .. 
3. Доказательство леммы 8.1. Пусть 


S (x, Ps fy te) = Po + i {;* Se Ур anh, | 


` (1.37) 
где Х (хь, р, t, to, т) — решение уравнения (1.9), удовлетворяющее 
начальным условиям Х|.-и=хХо, Х|-щь== р, Хо= Хо (х, р, 2) — решение 
УрАВНения 

| -X (Xo, p, ty to, т) | mtr =%. 
ryer u(x, р, 1) ана ограниченная вместе со всеми: произ- 
водными. Обозначим через В, и Ф операторы вида . 


BFE) = Г exp {LS(x,p,)} ular Рода», | 


OF (x)= {| exp {= px} Р (р) dp, 


8—8 


а через А, — операторы вида 


AF (р) = ( z(x, p, t, EES: 
В работе [22] (см. § 3) было доказано, что решение уе p, t, to) 
уравнения (1.1), удовлетворяющее условию p(x, р, Ь to) == 
=ехр {- pl, при [2—4] =иИ (50M) | может быть представлено в 


виде - : oh fo 


__, [| D'S (хр, as 
1 (, 5,1.) = [psentsal ‘exp { рии 


аг+ М 

at Dd WF. (x, pt, | + At’ 2 (x, p, t, В) 
1—1 
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(Fi (x, р, t, &) — некоторые ограниченные вместе CO всеми своими 
пы функции). При этом 


А. [Век {= Вива, й=— А+ У. 
ty 


В гл. 5 мы показали, что A*exp {—= fel : SiS, и Bu: Si->Sh. 


Отсюда #"А,: $,>5,. Очевидно, что @: $,>5». Как известно, 


G t,t) =—! mr 
(x, &, #, 9) pera > рх| ФС, р, 1, to) ар. 


В силу (1.5) решение p(x, 2) можно записать в виде 


(Er, 4) = 


1 о -(. vel : 
а ... J (Eo, 0) exp i х [$ (Её, Piss, ti, Иа) — postal x 


225 (=„, Рин» tes а) ie 
DEPP i +1 


+A" Аф (0). (1.38) 


Оператор. В является линейной комбинацией произведений опера- 


торов h"A,, B, и Ф. Отсюда следует, что №: $5» и Rip (Eo, 0) &S;. 
Чтобы из (1 38) получить (1.18), нужно применить метод ста- 
ционарной фазы. С предварительно вспомогательную лемму. 
Лемма 8.2. Пусть f(x, р, Е, В) бесконечно дифференцируема 
по р и аналитична по h при O<h<h, и пусть ф(Е, В) Sz, -|t—to| <. 


<1/¥2M(n+1), po=Po (x, &, t, to). — решение уравнения 
grad,,S (х, po, Ь к) =E. (1.39) 


Наконец, пусть ье=$ отлично от нуля в в-окрестности точки роз 
тогда 


а, р, a РЕ} F(x, Р.В) @ (&,h) [1— п (p)] dtdp = 
=h"2 (x,£,h), (1.40) 


7—1 ar+N 
x II [+ > h *Fy (Es, Рина, ti, tah ded piss + 


k=1 


i=0 


где z=S,, М — любое целое число. ... 

Доказательство. В силу теоремы 8.3. в интервале |t—to| <<! 
<1/V2M(n+1) решение (1.39) рь(х, Е, & to) =X (x, ь by bax %) | eat, 
единственно. Из (1.9) следует, что 
хе — №) |< С (f—4,)%, С> | втааУ |, 

РС —& ) + Е, 

0 
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поэтому в силу непрерывности, если | grad,S(x, р, t, &)—Е| <, то 
[p—P.|<es. Отсюда следует, что в области | P—po| >e. в любом 
круге радиуса =, хотя бы одна из производных OS/Op; удовлетворя- 


ет условию |9$/0р.—:| >81. Пусть 1= У n:(p)' — разложение еди- 

1=0 
ницы, причем при l/>0 функция nS обращается в нуль вне облас- 
ти @, границу которой можно заключить между концентрическими 
сферами радиусов г, и é2<e,. Число областей Q,, с которыми пере- 
секается каждая фиксированная область Q,,, ограничено некоторой 
постоянной величиной 4 (одной и той же для всех Q,). В силу ска- 
занного в области Q, для одной из производных спранедлизо нера- 
венство 


ae (x, Pats t6) —p8)| >84. 
Ри 


Интеграл Г в (1.40) будет равен 
I= { 9h) del exp {= (S— 2} F(x, р, В) У (фар = 


{—1 


= (in) 3 [ча [ а 


{=1 


ь о д (5—8) 
Е ых [мо el = (1.41) 


ее что 


Вени [мои] 


= Pr, ty Pi, 


См 
< 
= . 
Oey 


Так как i- член суммы равен нулю BHe .Q,;, а производные выше пер- 
вой от $ (х, р, t, fo) ограничены равномерно по р, отсюда и из гл. 5 
следует (1.40). Лемма доказана. 

В силу метода стационарной фазы 


= [96 exp {= 1S (x, Par ts fe) — РЕ} по, Por Bs A) x 


DAS (py & ty fo) [-% aie ne 
x| aoe о м af р (Po) + 1 (ests t (1.42) 
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где № — любое целое число, р, =ро(х, =, t, tf.) — решение уравнения 
(1.39). 
Аналогично формулам (1.29) — (1.31) получаем 


1) $ (х, §, #, to) =S(x, Po, t, fo) —Po&, Po=Po (x, &, t, to); (1.43) 


9) OS (x, р, t, to) 98$ (x, &, t, to) =| GS (x, р, t, to) | 
| Op; Op; mae | Ox, OE; Ox, Op; =e ь 


(1.44) 


Из (1.38), (1.42), (1.44) получаем (1.18). 

Замечание. Из формулы (1.18) следует (1. 21). Это доказы: 
вается совершенно аналогично лемме 1.2. Нужно лишь показать, 
что вне г-окрестности стационарных точек левые и правые части 
уравнений (1.24), (1.24а) будут отличаться больше чем на 6.; иначе 
говоря, условия (1.24) не будут выполняться в пределе при | &,|->со 
(ни для какого i). Это будет следовать из неравенств 


| X (=) —X (4) |< C (tur —4), C= max|gradV|, 


‘ C (t.,, —#,)? 
И SIE (SY fn, ica Ее ИЕ НВ 
2 ый 


которые вытекают из (1.9). Поскольку |gradf|<C,, то из первых 
неравенств по индукции следует ограниченность X, а поскольку Ё, = 
=X ограничено, то из второй системы неравенств будет следовать 
по индукции ограниченность Ё.. 

4. О существовании и единственности решения краевой задачи 
для уравнений Ньютона. 

Теорема 8.3. Решение системы уравнений 


X= F(X, т), 1=1,2,...,п, 0 | (1.45) 
yOosaereopaiowyee условиям 
Х| =, X [rat =, (1.46) 
существует и единственно при ° 
1 
= —— ee . 
0< = ViM@auy’ . (1.47) 
20e 
M= ae | OF ;/0X; |. 
При этом 
1) все диагональные миноры матризы 
ax | 
— i} (1.48) 
95, tat 
отрицательны; ие 
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2) lim (—#|0Х/0Е].-,) =E (Е —единичная матрица); 
t0 


3) если F(x, т) бесконечно дифференцируема no x, TO X;| cmt 
бесконечно дифференцируема no x и Е, причем все эти производные 


ограничены. 
Доказательство. Представим систему (1.45) в виде 
Х.=Рь P;=—F;(X, т). (1.49) 
Рассмотрим систему (1.45) с начальными условиями | 
Х| =», Роя ро. (1.50) 


Из [22] (лемма 3) следует, что решение (1.49), (1.50) сущест- 
вует при 


< ша (о) > 
i Pop +8 M (na+a) 


где 
a= шах |Х;, —Ё:|, b= шах |P;—pou|, a= У | Sox |. 
t,ts<t 1,5 = 

Нетрудно видеть, что a, 6, t, определенные условиями 
= 1 a 
=2a, b=aYV2M, t< — <{— bn 5 
a= 2a, VIM, t<peea 101< (№), (151 
удовлетворяют этому неравенству. Предварительно докажем две 


леммы. 
Лемма 8.3. Решение уравнения (1.45) с условиями 


X | <=, Х|‹—=0 (1.52) 
существует, если t удовлетворяет неравенству (1.47). 


. Доказательство. Рассмотрим сначала. задачу. (1.49), 
(1.50). Пусть po удовлетворяет неравенству (1.51). Очевидно, что 


| X:i—Eor— Port | 5 т.е. X=E,+pot+y, причем |y|<btyn. 
Рассмотрим отображение шара {ро: !Ро| = bn} в В": 


; Х (Е, ро, Ё 
С (Po) = рр —- See) 


Если р принадлежит поверхности шара, TO 


ри aor x ‚р, 
p(C'(P), = |p— Sh) | Rt yx 


<+(&l+ly)<— + м6, 0). 


Тем самым С’ имеет неподвижную точку, т. е. найдется такое ро’, 
удовлетворяющее (1.51), что С’(р,’) =ро’, т. е. X(Eo, Po’, t) =0. Лем- 
ма доказана. 
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Из леммы 8.3 следует, что решение задачи (1.45), (1.46) сущест- 
вует при условии (1.47). Действительно, положим X=X—E&, Е -= 
=x—£. Тогда Х будет удовлетворять условиям леммы 8.3. 

Для доказательства утверждения 1) заметим, что ОХ./0Е; и OP,/ 
/OE; удовлетворяют системе 


OP, _ 2 OF, (X, 1) OX, 
ae; р aX, a8 ’ 
(1.53) 
0X, _ ЭР; 
9%; 0 
и условиям 
| = ax, = (1.54) 
85, t=0 me 05; Tt==t р | 


Если в (1.53) считать решение X(t) задачи (1.45), (1.46) заданной 
и т, то мы получим вновь систему вида (1.45), (1.46) при 
Ё=0., х.=0. Следовательно, решение задачи (1.53), (1.54) суще- 
ствует. 

Лемма 8.4. Решение системы (1.49) с условиями’ X; | mo = бы, 
Xi|.—1=0 (где j фиксировано) при t<1/¥2M(n+1) удовлетворяет 
неравенствам 

1 1 
[Pilla S > при #5=] и Pie Uae 

Доказательство. Пусть #55], т. е. X;(0) =0, X;(¢) =0. Следо- 

вательно, в силу (1.45) |Х;| <Мпа; отсюда 


|5) —Х (0) [< Мпат, |Х9— ХК — Xi) |< mae ‚ (1.55) 


а следовательно, 
Manat 1 
= es 


i = ——. 
[Хо Е 


в силу (1.47). 
Пусть i=j, т. е. X;(0) =], X;(t)=0; тогда из (1.55) следует 
[1+.X;(0)¢| И: Поэтому и] 1-Х, (№) {| <Mnat?/2, а следователь- 
t 1 
но, | X; lS - i — ere что и требовалось доказать. 
Из гл. 5 Ses что для задачи (1.53), (1.54) справедливы 


оценки 
1 


i . : ; 
= <== при i |, 
| 95, eee 2nt 
Ea eee ae при i=f. 

9Е, tat t 2Qnt 
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Отсюда следует, что все диагональные миноры матрицы |0Р./0=/|-, 
не обращаются в нуль при условии (1.47). 
Но Р(Ё =OS (x, Е, #/дх.; следовательно, 


oP; __| 93$ (x, Е, 2) | 
Oi ыы | 06; Ox; 


Поскольку S(x, &, Ё) удовлетворяют уравнению Гамильтона — Яко- 
би, а якобиан D*S/DxDE=0 при условии (1.47), то $ (х, Е, #) явля- 
ется полным интегралом уравнения Гамильтона — Якоби. Следова- 
тельно, решение системы Р;=05$/дх., ps= —0$/0Е; единственно. 

Докажем утверждение 2). Сделав замену т’=т/Ь в (1.53), (1.54) 
получим ^ 


Е oy eile a 

ал’ Ob, <x, д, 

4 9х, | OP; 

(1.56) 
ах; ах; 
Е. 1" Е =0, 
7 14 0 = 
1=1,2,..., п. 


Как известно, решение задачи (1.56) будет сходиться при #->0 к 
решению «невозмущенного» уравнения 


d2 Ox? 
(dv)? Ox, 
т.е. к : 
ox? op? б.; 
— =: (1 —+’) 8; H 2 =—=——^. 
Ox; ox; t 


Отсюда следует, что в пределе при ¢t->+O матрица —?*||OP,/Ox;ll,—1 
стремится к единичной. Значит, характеристические миноры матри- 
цы ||OP,/Ox,||,... отрицательны при O<t<1/¥2M(n+1) (поскольку в 
этом промежутке они не меняют знака). 

Утверждение 3) доказывается с помощью дифференцирования 
(1.45), (1.46) соответственно по параметрам x и &, затем дифферен- 
цирования (1.53), (1.54) по параметрам x и Е ит. д. Теорема дока- 
зана. 

Следствие 8.1. При условии (1.47) 

1) [D°S(x, Е, t)/DEDx| >6>0; 


2) lim (— # | 0°S (x, Е, H/0x; 08; |) =E. 
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§ 2. Леммы о решениях уравнений Гамильтона 


Известно, что функции Н (р, x, t) можно поставить в соответст- 
вие самосопряженный оператор H(p, x, t), например, по формуле 


д/с 1 
Н (p, x, Пил |e р № 5 pix} ар’х 


=1 


== 


керио, x, фах. 


Если H(p, x, t) — достаточно гладкая функция своих аргументов, 
то, аналогично лемме 6.13 и теореме 6.1, можно получить для за- 
дачи . 


и + Я, x, )¥=0, 
Ч =o em {TF}, 


где ф(х) финитна, асимптотику при достаточно малом # с оценкой 
BL. 

Метод шагов вдоль траектории переносится на этот случай не- 
посредственно, и при условии достаточной гладкости Н (р, x, Ё) мы 
получим формулу, аналогичную (1.15) для произвольного времени 
Т в нефокальной точке. 

Теперь мы докажем, что фаза, которую мы получаем методом 
шагов вдоль траектории, совпадает с индексом по Морсу, если 


форма 
>) Нор > 0, 250, . с 99) 


i,j=1 


положительно определена. 

В гл. 7 мы доказали, что фаза равна индексу траектории, введен- 
ному в гл. 2, § 2 для путей в пленке. Поэтому из доказанного будет 
следовать, что при условии (2.0) этот индекс совпадает (по моду- 
лю 4) с индексом Морса. 

. Предварительные сведения. В этом параграфе мы будем су- 
щественно использовать следующую теорему Морса: 

Если Н (р, 4, t) — недостаточно гладкая функция, удовлетворяю- 
maa (2.0), то =& является нулем функции J=DX (а, t)/Da крат- 
ности, равной дефекту матрицы [|ОХ, (а, t)/Oa,l| при #=Ь. 

Отсюда следует, что число фокусов на конечном отрезке траек- 
тории конечно. Поэтому для любой фиксированной точки хь, # при 
достаточно малом = существует матрица 


C(t, =| 9х; a t—e) OX; (хо, t+ =) Г 


OX, т 
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Мы будем обозначать через Ai(e, #) (1=1,..., п) ее собственные 
значения. 
Введем с помощью матрицы еще одно определение индекса тра- 


ектории Х (хь, 0, Т) как 
id А; (8, 4) 
= lim (2 "| 
v=, sap, 3 lim (Gar) 


Мы докажем в лемме 8.10, что фазовый множитель в формуле 
(1.15) равен exp{iny}/4. Затем в лемме 8.11 мы докажем, что 
—y+n/2 равно индексу Морса. 

При этом лемму 8.10 мы докажем в такой форме, которая была 
бы пригодна и для бихарактеристик волнового уравнения, несмотря 
на то, что для гамильтониана волнового уравнения условие (2.0) 
не выполняется. Напомним, что метод шагов вдоль траектории, раз- 
витый в предыдущем параграфе, автоматически переносится на 
случай волнового уравнения при дополнительном условии конеч- 
ности числа фокальных точек на траектории. Поэтому при этом ус- 
ловии введенное здесь понятие индекса может быть использовано 
для вычисления асимптотики решения волнового уравнения. 

Для доказательства лемм 8.10 и 8.11 нам понадобится оценка 
решения краевой задачи для гамильтоновой системы и оценки про- 
изводных решения уравнения Гамильтона — Якоби. Этим вопросам 
посвящены леммы 8.5 и 8.8. 

В лемме 8.6 доказывается, что релятивистский гамильтониан 
удовлетворяет условию (2.0). 

В лемме 8.5 мы будем опираться на следующую топологическую 
теорему: 

Пусть С и С’—два непрерывных отображения замкнутого 
шара 7" В” в пространство В”, имеющие на 7" лишь конечное чис- 
ло неподвижных точек, которые все лежат в 7". Пусть, кроме того, 
для всех точек, принадлежащих границе шара, выполняется нера- 
венство р(Су, Cp’)<p (Cp, P), где о(р, р’) — расстояние между точ- 
ками p H p’. Тогда отображения С и С’ имеют в Т” одно и то Ke 
алгебраическое число неподвижных точек (см. [4]). 

2. О нечетном числе решений. 

Лемма 8.5. Пусть x,(t), y(t) (i=1,...,2) удовлетворяют си- 
стеме уравнений 


х:= Рих, у, 1), i=1,..., 2, 
; (2.1) 
== (х, у, 1), «= (41, ..., Xn), уе (у, ..., In); 
и краевым условиям 
xi(0)=x?, y(t) == (x(t), (2.2) 
где функции F;(x,y,t) и fi(x, y,t) удовлетворяют условиям 
„Ех, у, ) с, fit, у, В) < с,, (2.3) 


| Oy? /0x;|<cy 
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npu 
же -НЫ, jul<lyii+@+la ЕТ, (2.4) 
где b>0, а>0, Т>0-— некоторые константы *). Тогда при 


с С С. 


a кот т число решений либо нечетно, либо беско- 
foe te : са + с1бзп 
1, 


учетом их кратности) **), причем 
тах | x:(f)—x?|<0, шах| и (В — у |<ш- Па. (2.5) 


Доказательство ***). Задача (2.1) — (2.2) приводится с по- 
мощью замены 


2==х— 40, 


(2.6) 
U=y—y (х) =у—(2- м) 
к задаче | 
=! =F; (z+ х®, U+y’, t), 
(2.7) 
Feahe +4 ut 0— 3 LEM В 
k==1 Е 
2(0)=0, u(t,)=0, уу (2+). (2.8) 


Рассмотрим сначала решение задачи Коши для уравнений (2.7) с 
начальными условиями 


2(0)=0, и(0)==.  — — (2.9) 


*) Вместо условия (2.4) можно потребовать, чтобы иа решениях x(t), y(t) 
имели место априорные оценки (2.3). Тогда для любого конечного ¢ будет суще- 
ствовать нечетное (с учетом кратности) или бесконечное число решений задачи 
(2.1) — (2.2). Для уравнений Гамильтона при весьма широких ограниченнях (см. 
дополнение) могут быть получены априорные оценки для импульсов, а отсюда и 
для правых частей системы (2.1). Такая задача отвечает задаче об экстремалях 
для интеграла от соответствующей функции Дирака с одним закрепленным кон- 
цом и другим концом, удовлетворяющим условию трансверсальности (см. [64]). 


**) Положив с1=6'-8 (1>6>0), cg=c(b), a=b{c(6) +1], В = 6, придем 
к следствию. 

Следствие. Пусть Е: (х, у, #), Н(х, у, t) непрерывны, |Fi(x, у, |< 
= с[х|!-8, | (х, у, |< с(у), а|дуу/дх, | < cs, где с (у) непрерывно. Тогда число 
о задачи (2.1) —(2.2) либо нечетно, либо бесконечно (для любого конеч- 
ного #1). 


+ 


0 
Ox} 


***) Если det ==0, то кратиость рещения X (хо, t) равна 1. 
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Кроме того, будем считать, что 
[221 <6, |ш—ш |= 0, 


V хм < па 


(2.10) 


(отсюда |u;|<(n+1)a). 
Из теоремы существования следует, что для 
Pent. т} 
< са Oyen 
задача (2.7), (2.9) имеет решение, удовлетворяющее условиям 
(2.10) и непрерывно зависящее от 1‘. Покажем далее, что сущест- 
вует (не обязательно одна) такая точка й‘, принадлежащая шару 


п 
Й У (uo)? <na, что если и(0) =&°, то u(t) =и(й°, #,) =0. Для это- 


t=1 
го рассмотрим два отображения шара. 

В качестве первого — обозначим его через С — возьмем отобра- 
жение шара в нуль. 

Второе отображение С” зададим функцией u°—u(u°, t,). Обо- 
значим через р(рь, р»), как обычно, расстояние между точками Py 
и p.. Пусть р принадлежит границе шара. Очевидно, что C(p)=0 
ир(С (р), р) =па. Кроме того, в силу (2.10) 


p(C’(p), СФ) =e (C’(P), 9) -/ 3) 4 — ша, 2) <na=p(e(p), 1). 


1=1 


Так как С имеет одну неподвижную точку, то либо число непо- 
движных точек С” равно co, либо их алгебраическое число равно 1, 
т. е. существует нечетное (считая кратность точек и°) число точек ~ 
й‘°, принадлежащих шару, для которых 


#°— и (й°, ts) =#°. 
Следовательно, и(й°, &) =0, что и требовалось. 


3. Оценки решений. 
Лемма 8.6. Пусть 


H* (x, р, )=—Ф(х, = C(x, t) У[АС, t) — ртс? (x, t); 


тогда матрица 
92Н= 
др; 9p; 


положительно определена при MFO и неотрицательно определена *) 
при т=0. 


*) То есть ее определитель равен нулю, а все остальные диагональные миноры 
положительны. 
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Доказательство. Пусть 
F(A, p, x, t)=[H+®(x, t) ]?—c? (x, t) lp—A(x, f) ]?—m’c* (x, t); 


тогда 

OF (H, р, x, t) OF OH OF 

SE EE a, 2.11 

бр; ЭН др; др; . ( ) 
т.е 
oH OF / OF 
далее, 
. 62Е __ 0°F дн. ЭН. OF @H 92Е 


др; Op; — ан “др; ‘др, OH др;др, др; др; ` 


Подставляя (2.12), получим 


(Se : OF oH — 2c? (x, t) 8; = 0. 
др; Op; \ aH | dH Op, dp, 
Отсюда, обозначая P=p—A (x, #), получим 
= {VD (PP + me, В} = 
i 


=e, 9 | {5 PP) + печ By | 


У матрицы 
р: PyPa -.. PP 
1Р.Р;|==| Рё 28 ++ РР» 
PnP. Роба... | 


все строчки линейно зависимы, и, следовательно, ее ранг равен 1. 
Значит, 1—1 ее собственных значений равны нулю, и характери- 
стический многочлен имеет вид A”—adA”—*=0. Очевидно, что a=|P|?. 
Следовательно, после вычитания из |Р.Р}| матрицы {| P]?+m?c?x 
Хх (х, } Е мы получаем при т==0 положительно определенную мат- 
рицу, а при т=0 — неотрицательно определенную. Отсюда выте- 
кает утверждение леммы. 

Лемма 8.7. Пусть в гамильтониане Н*(х, р, т) т=0, Ф=0, 
A=0. Тогда, если S(x,p) удовлетворяет уравнению Гамильтона — 
Якоби 


SH (x, VS, #, 0) = 


и условию $|:—==рх, TO 


det ao | (2.13) 
Op; Op; 
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Доказательство. ее S (x, p, t) имеем 
dS (x, p,t) __ a Re 
ASG 09 Br У pH =| piece, 0 — 


é=1 {=1 | | 


)=0 


при условии $|.—==рх. Следовательно, $ (р, x, #) = У, Pron (х, р, ft). 


—=1 


Отсюда 

eee aie 

ap, — oe oa 
Ho Tak как 

OS PD sos yp, (2.14) 
др; 
значит, 
= OX, __ 
2 i OR; 
при всех |=1,..., м. Поскольку p*0, то det 52 |=°. что в силу 
1 


(2.4) дает (2.13). 
Мы будем теперь рассматривать два случая: либо 
А) гамильтониан A(x, р, #), удовлетворяет условию (2.0), либо 
В) гамильтониан имеет вид +C(x, В |p]. 
Все дальнейшие результаты будут относиться к случаям А), В}, 
если не будет сделано специальных оговорок. 
Будем обозначать через 5 (х, р", &, #,) решение задачи 


2S_ 4. H (x, VS, t)==0, 
ot 
$, = PPX, 
а через $ (№, t), X(Xo, ¢), P(x, ¢) — решение задачи 


Xe рН = HS Hes, 


х(0)=х, p(O)=gradj(x), S(0)=f (x). 


Через х=х.(х,Г) будем обозначать решение уравнения 
X(x), t)=x. Через Е будем обозначать единичную матрицу. 
Лемма 8.8. Пусть 


[| <а, |[2'|=< 8; (2.15) 


тогда при |t,—t,|<e имеет место соотношение 


PS (x, al 4) |e + D(e), (2.16) 
Ox; др; 
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где D(e) — матрица, стремящаяся no норме к нулю при =-—0. Если, 
кроме того, в случае В) выполняется условие pn #0*), то при 
t.—i,.<e матрица 


Вв == — 


| as (p®, х, hy tg) 


Ont др} | i: 


0...0...0 
о (2.17) 
о0о...0... В 

отрицательно определена при достаточно малом B>0. 


Доказательство. Из теоремы Гамильтона — Якоби следу- 
ет, что 


as (р, Хх, hy ta) = 4; (¢,) 


= 8 р, (t,). (2.18) 


Ox; 
Отсюда 
ay 94; as др; 


СНА AGS 20. (2.19) 
Opt op; = pt |,” = x, Op? : 


T=te 


где q(x) , p(t) — решения системы Гамильтона 


ар; да. 
oe ws ee ги <) = _— OH oe <) , (2.20) 
1=1,...,, 9=(9ь...,49»), P= (Pir--+sPn)> 
удовлетворяющие условиям 
РЕБ) ==, 9: (tq) = Xi (2.21) 
Краевые условия (2.21) удовлетворяют оценкам 
> В Чара. ^^ 22) 
Отсюда следует в силу леммы 8.5, что при 
tp—ty< max a , a - (2.23) 


[p|<b+n+1, |q\|<a+1, т=Т, 
выполняются неравенства 
19 (<) [а 1. |p(t)|<o+n+1. (2.24) 


Обозначим через М, константу, которой не превосходят первые, 
вторые и третьи производные от Н пори 4 при t<7T,, |p| <b+n+1, 
19| <а-+1. 


гр 
*) Поскольку одно из ру (=1,... п) не равно нулю, можно полагать, не 
уменьшая общности, ро = 0. 
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Продифференцируем уравнения (2.20) и условия (2.21) по р’, 
тогда для 04ь/др? и дрь/др? получим систему 


d { 94ь =3{ aH _ 09; ЧР. oH =| 
dt \ др; hae Op, д4; др др, др; др? |’ 


р (2.25) 
а. = cits >| CPi Е а 
с условиями 
д 94 
> | ды, = | =0. (2.26) 
Pi |, РЕ, 
Положив 
94; Op, 
30° <é, с- — бы | <8, (2.27) 
Р; др; 


мы получим существование решения задачи (2.25) — (2.26) при 
условиях (2.27) в силу леммы 8.5 для 


t — fy < ша { ы 


5 
2M, (1 +0 (e)) ‚Тм 


при достаточно малом а. Проинтегрировав по т уравнения (2.25), 
получим 


(2.28) 


t 
9 _ _ у | дн 99; эн PF | ae 
Op? im 2 Op, 04} ap? Op, др; ap? i 


n В 
ie | ан бк мн 2 |” 
j 94» др; др да, 94; ap? 
Отсюда в силу (2. a (2. 28) 


94 
др? 


дрь 
Е 2 we. 
-(z re aE dz +. 0(e2), 


é 


== бы + О (e). 


t=? 


Tat, 


Из формул (2.19) и (2.31) следует первая часть утверждения лем- 
мы. По формуле Лагранжа, учитывая (2.20), имеем 


92Н 


dt == (t, — в) ——— a 
на Op, др; Opp др; | 
1 
4 (tg — ty)? ы eH ан BH aH 
2 927,89; др, др; Op, Op; 094; bate 


где в <т’<Ь. 


Из (2.27), (2:28), (2.30), (2.32) следует 


04% ey 
9 = (2, = ty) 9 
GPE leet, Pi OPE 


+ O(e), (2.33) 


t=0 


В оценку O(c?) войдут константы a, 8, Т. Отсюда вытекает, что 
знаки диагональных миноров матрицы 
oq, 
Op? 


t 


| при t==0 
совпадают со знаками диагональных миноров матрицы 
=| 92Н 
др; бр] Leng 


если = достаточно мало по сравнению с ними. 


OH 
агональные миноры матрицы — | ——— 
Пусть все ди р pull |= ap; | строго 
положительны. Отсюда и из (2.33) вытекает, что матрица 
| ы | 
9p} | 


положительно определена, а следовательно, и матрица — В, при 

достаточно малом р=О (=?) также будет положительно определена. 
Пусть теперь Н=с(х, t)|p|. В силу условия леммы ри *0, 

а следовательно, в силу леммы 8.6 все диагональные и мат- 

рицы 07H ар |. 

др; Op; р; Op; 

больше нуля. Отсюда в силу (2.33) следует, что при достаточно ма- 

в ee are ие Зоо 9 
лом € все диагональные миноры матрицы aa ‚ за исключе- 
P} tt 
нием детерминанта этой матрицы, строго положительны. В силу 
леммы 8.7 в этом случае 


д. 
aet | =. 
Tt, 


|, за исключением п-го порядка (act) 5° 


Поэтому 


det Ba= i det| >0 


др; 


Tt | 1 п—1 


при всех 8>0. Остальные же диагональные миноры матрицы —В, 
при достаточно малом B<O(e*) будут иметь TOT же знак, что и 


. 94; 
соответствующие миноры матрицы | ap? ‘| ‚ т, е. при достаточно 
р; 9==0 


малом = будут положительны, что и требовалось доказать. 
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4. Основные тождества. 
Лемма 8.9. Имеет место равенство 


de в] (x, р, by, В) _ det ie (Xo, 4a) | __ 
др; Ox, P(X 9521) OX; 
X=X(Xo5t2) 
д15 (x, р, th, te) boss 
== — det ОО: 
—Е OS (xo (Е, ty), £1) 
9; 05; =X (xp,t2) 
P=P(Xost1) 


E=X(Xo,ts) 


det| Ge irene): | 
0. of 


Xs 


` (2.34) 


Доказательство. Рассмотрим систему уравнений 


as (x, р, 4, ta) 


ap; = Ez ’ 


208 Ge (E By) Dy 


при x=X (Xo, f2). Этой системе удовлетворяют точки 
р:=Р: (же, #1), ЕЛ: (Xo, В). 


(2.35) 


(2.36) 


Продифференцируем систему (2.35) по x, с учетом (2.36). Мы 


получим 
26 OP) wf) 2 м ео 
2 ap;dp; Axe = 92:95; tgp дк ' 
ae _ 92$ _ 9х, (%o» #1) a a, ВР: (хо, 41) 
р 8: 88; Эх _ ды  ^ 


Запишем эти равенства в А форме 
| as | | (хо, ty 
1 OP; Op; 


Ох 


as 9х 04; (or By) (Xo #1) OP; es ty) 
ЗЕ, a Oxy 9х 
Здесь индекс «0» при матрице означает, что 


х=Х (м), E=X (Xo, 4), P=P (xo, te). 
Подставив (2.38) в (2.37), получим 


Ox. = 


ars 95 - Е _|_ 98 OX ; (хо, В) [= (x, fo) 
OP; OP; | | 95; OS; lr, Ox ; lo Oxo Эхь 


Ир ЭХ; (Xo). ta) il Гы. ty) 


‚ (2.37) 


(2.38) 


Г. (2.39) 
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Следовательно, 


et| 9:5 aS —=|- 
др; 94; ay ОЕ; Е} [1 re 
< Е: OX, (xo, Ё 
ng] 28s И ee eta |e (2.40) 
Op; Ox; OXyp х 
Обозначим 


ats | A=l|@S 
др; Op; |" lz, д; в 


В силу равенства (2.40) det(BA—E) отличен от нуля. 
Рассмотрим преобразование матрицы 


[Е 4] 


которое не меняет ее детерминанта: умножим ее справа на матрицу 


0 —Е 
[в] 
в результате чего получим матрицу 
[> sae] 
0 ВА-Е]’ 
детерминант которой равен det(BA—E). Следовательно, 
В —E\_ в 
4 || a | =веКВА Е). (2.41) 


Из (2.41) и (2.40) получаем (2.34). 

Рассмотрим промежуток [Ё, &], столь малый, что внутри него 
лежит один фокус ж, Ё траектории -Х (хо, Ё), и, кроме того, в этом .- 
промежутке 
8:5 (x, р, ty в) 


др; Ox; 


==0. 


det | 


Лемма 8.10. Сигнатура матрицы 
| (x, р, ty, В) | 
ap; a ый 
R(t, te) = fs ее 
—E 


| | AS (x9 ty), ty (242) 


dE, 95, | xX=X(Xq,t2) 
Р=Р(хо 11) 


равна 
п. А, (в, 8) 


Уаг —_—_——.. 
factcts a 20 | A, (в, T) | 
Доказательство. Обозначим сигнатуру матрицы R(t, Ё,) 
через 1 (&, f2). 
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Докажем вначале, что (ty, &) = (t,’, fo’), если t,<t,’<U<t,’<t, 
(Е — фокус). 

Будем непрерывно менять фот & до &'. Если число y(t, t,) из- 
меняется, то, следовательно, 


det 9х; ee t) =| 


должен обратиться в нуль в некоторой точке /,<t,”<t,’ в силу He- 
прерывной зависимости от ft. Но это невозможно, поскольку 


det R(t, te) = 
— — det | 7S.» в: 5 


det 


ty) 


Ox 
det | — 
Ox, 1 


ах, 
бы 5] (2.43) 


of 


О 
Первый детерминант правой части равенства (2.43) отличен от 

нуля в силу выбора промежутка [f,, 2], а 

ax, (Xo, 2) 


OX; 


det 


не обращается ни в нуль, ни в OO, если ¢ не является точкой фокуса. 

Аналогично, y(t, &) = 7 (4, #/'), если В<Ь’<«Р<«Ь’<Ь. Поэтому 
нам достаточно доказать утверждение леммы для промежутка 
[2,’, 6/], где &’ и &' сколь угодно близки к Е. Для этого промежутка 
мы будем обозначать 


S=S (x, р, ti, ty), 
S =S (xp (&, ti), В). 


Возьмем промежуток [2,’, #//] столь малым, чтобы все диагональные 
миноры матрицы 


—E 


0 0 
OP; 0 01 
были положительны. Это можно сделать в силу леммы 8.8. 
Обозначим 
ас 2 => 
B=| |, д=|- 98 ‚ Вв=| 36 я 


Рассмотрим матрицу 


R= 


Е 0 E 
alo |. 
Be Е о Е 
Индекс инерции квадратичной формы с данной матрицей Юз сов- 


падает с индексом инерции квадратичной формы с матрицей R,’, 
поскольку это та же квадратичная форма, но в другом базисе. 
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В результате умножения матриц получим 


rule 0 
в — 0 A— Bj 


Поскольку B, положительно определена, TO индекс инерции R;’ сов- 
падает с индексом инерции матрицы D(t,’, ь/)=А— В". Таким 
образом, (ti, #21) равно индексу инерции матрицы Р(Е’, 5’). Нов 
силу (2.39) 


D(t, в) = A— Вр = Bg’ {(BA— Е) — (B— Bg) A} = 


i 9% || OX; (ro. &) [|| AX, (xo в) [" 
= | |] — Bg— B) A}. 
Za | Op; Ox; Oxo) Ox; ее 


Домножим D(?t,’, #”) слева и справа Ha Be; в силу самосопря- 
женности Be сигнатура полученной матрицы равна cutHatype 
матрицы D (t,’, t2’). 

Следовательно, число y(t’, $”) равно sign Be Dik) Be, т. е. 
разнице между числом положительных и crpauarenbreny собствен- 
ных значений матрицы 


BED (Е, Ь) BE. 
Но собственные значения этой матрицы совпадают с собственными 
значениями матрицы 
Be {BED (Е, 6) BEY Ba’. 


Окончательно можно сказать, что у (#’, #2) равно разности меж- 
ду числом положительных и Числом отрицательных собственных 
значений матрицы 


BgD (ti, th) = — 


Cs 5 + А, 


ary || OX; (x, &) 
OXq; 


Op, Oxi OX; 


: 0... 
-в-—в-в(} ie ah 
0... 1 
Матрица A в силу равенства (2.38) ограничена, поскольку точ- 


ка #’ не является фокусом. Поэтому матрица РьА стремится по 
норме к нулю при В-—>0 и 


lim BgD (&, 6) = BA-+ E. 
Boo 


[Ee ах, 


где 


Детерминант предельной матрицы отличен от нуля, а потому зна- 
м , м , , 
ки собственных значений матриц о BaD (4, В) и BaD (В, 6) при 


ae малом В совпадают. а матриц ВК, ts) .и 
R (4, В) равны, поскольку det R (Е, &) 0. 
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Следовательно, сигнатура матрицы Ю(1,ЁЬ) (равная сигнатуре 


матрицы R (Е, t;)) равна разности между числом положительных 
и числом отрицательных собственных значений матрицы 


| ЭХ; (хо, #) Г 
OX; у 


Обозначим й=Ё—в, & =l+e; будем иметь в силу леммы 8.8 


OX; (tos +8) || OX; (x fe) 
OX; Oxo; ae, 


aS (x, р, t,t) 
Op; OX; 


9х; (Xo, ts) 


Св se 
of 


© 


C(4, 6) =1--Е-+-Ь (8) 


где О стремящаяся к нулю при =—0 матрица. 
Пусть A(e) (i= ‚ п) — собственные значения и \.(=) (1=1,. 

‚ п) А собственные функции матрицы C(t’, 8), 
тде 


OX; (xo, = OX, (xX, # — 
C(t’, =) = ( 0 + ) / $ (хо г) 
Oxy; / xy; 
Следовательно, 


[С (в, Ь) фе) — № ®) %(®) | =] Ac (®) D(e) $(@®) |< | Ac(e) [р (e)]. 


Отсюда следует (лемма 1.3 ч. Г), что 


А» (2) — Bp 
—->0 2.44 
©) (2.44) 
при 2—0, где pa(e)=p,(t, &) — собственное значение матрицы 
C (1, В). 
Пусть № (=) =a,(e) +20, (=); тогда. 
Xp (=) нЕ sign a, (2) tei sign b, (г) 
LA, (©) | у: by (е)\2 у: а, (2) \? 
™ 6 a} -- (F a} 


a, (5) 
by (=) 


и 
В силу (2.44) (1 + ( ) ) 150, поскольку p,(e) действитель- 


ны в силу самосопряженности D(t, 6), т.е. - an 3530. Значит, 
Ap (2) : Bp (2) Ue (8) : 
= lim ———_ = lim ———- == sign pz (®), 
20 [Ag (e)| 25 | Be (®)| г | Az (2) | en нь (2) 


поскольку Sign p,a(e) не зависит от а *). 


*) Так как и» (8) не может обращаться в нуль при =—*0 в силу того, что 


det R (t,, #4) 0. 
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Таким образом, мы пришли к заключению, что Y(t, f,) равно 
ete Ap (2) 
> lim ——— , 
me ТА» (2) | 
так как это и есть разность между числом положительных и Чис- 


лом отрицательных и» (2), что и требовалось доказать. 
Лемма 8.11. Пусть выполнено условие 


2:27 = 0 


где (=) — собственные значения матрицы C(t’, =), 


Op, др 7 


и пусть точка X, t, фокальная; тогда дефект матрицы 
дх (х > to) 
—" ^_^ | pasen числу отрицательных членов набора 


Oxo; 
. № (®, to) > 
lim о, i=l,..., ЛП. 
20 { A; (8 5) | 


Доказательство. Рассмотрим матрицу 


и | jay 0) 


Oxo; 
в точке f=t,. Существуют матрицы C(t) и C,(t), det Cadet C,=1, 
такие, что матрица A(t) =САС, диагональна при #=6. 
Если фокус t=t, Ё-го порядка, то в силу теоремы Морса 


0 0 
Atay) 9] а 
° poe ’ а; = Aj; (ty) при ГЕ. 
0 0 ‘a 


it 


Рассмотрим матрицу A,(t)=Ila,ll (i,j<k) и матрипу Вь(Ь)= 
= lim (6) 4). Имеем | Ay (4) [== ("| Ba (to) | +9 (tt) 4 
(|A|=det A). Докажем, что |В, (,) | ==0. Вычитая j-e столбцы (где 
j>k) матрицы А(К, умноженные на величины порядка O(t—t,), 
из первых & столбцов, мы можем добиться того, что все элементы 
a,;(t), где i>k, j<k, будут иметь порядок O[ (t—t,)?]. 

Аналогично, вычитая строки i>k, умноженные на величины 
O(t—t,), из первых Rk строк, получим второй порядок малости по 
1—1 для коэффициентов a(t) (i<k, >). 

Эта процедура не изменит матрицы В, (&) и не изменит det А (#). 
Поэтому tat 


| A ()|=(¢ — t0)"| Be (to) | Tay + OLE— 4)" +. 


фе 


Поскольку в силу теоремы Морса |A(t)|=—O[(¢—é,)*], то 
| By (to) | 0. 

Пусть D, и D, — такие ортогональные матрицы, что матрица 
B,(t.) =D.B,(¢,)D, диагональна. 


Взяв матрицы 
D,=(5" ee al le 
о Е о Е 
C=D,C, C.=C,Di, 


получим матрицу A(t) =CA (0 С,. Очевидно, что матрица А(#) мо- 
жет быть представлена в виде 


(—Ююа... 9 
С о. 0 (t—t) 
А0= 9 Fo hm +10 #— 
д HO(L— te) O(f —%) 
0 (t —ty) 0 (t — to) a, +O (t— to) 
где а.:,..., а» не равны нулю. 


Вычитая линейные комбинации (с постоянными коэффициен- 
тами) первых & строк из последних п—® строк, мы можем добиться 


того, что элементы a;(t) (i>k, |<Е) полученной матрицы будут 
иметь порядок О|(—4№)?]. Аналогично, вычитая линейные комби- 
нации (с постоянными коэфициентами) первых Ё столбцов из по- 
следних п-——Ё столбцов, можно добиться того, что у полученной 
матрицы элементы а4.(Р) (i>k, j<k) будут иметь порядок 
O[ (¢—t,)?]. 

В дальнейшем мы условимся обозначать через DF (f) некоторые 
неособые матрицы А-го порядка. Мы доказали, что существуют та- 
кие невырожденные постоянные матрицы $, и 5, что S,A(t)S, име- 
ет вид 


__ |e) 9% 0 р. | 
$:4(9 5.=| а" [+2 ев, 
где ы Е 
а 0 eis 0 
5, = soe | нь = ° :. 
0 а 0 an 
Имеем *) 
г (1—1) Nz, 0 is 
S. A t S; 1 = 
[SA (051 | 0 Ny_pt (¢ — to) DP (4) 
nop | Me 0 ae. 
x Ett) 2'(8| * +.(t—t,)*Di о : 
(¢ — te) Sine 
Отсюда 
(¢ — tf)! Ny 0 


[5,4 (4) 5[* = 


Е (1—1) Dj (O)}. 
ae Бе | + (Et) Ds (6} 


*) Мы используем тождество, справедливое для произвольных матриц A и В: 
(A+ B)-!={(1+BA-'!)A} =А-:(1+ВА-!)-: при условии, что обе части тож- 
дества существуют. 

267 


Собственные значения матрицы 
С(а, &) =А(&—=) [A (f+) ]-! 
совпадают с собственными значениями матрицы 


S,A (¢— 8) [A (ty + =) Т* ST = SA (F— ? So (S1A (fy + =) 511 = 


et, 0 а ы 
1 Dz (Е 20, (2) == 
0 or . Sind eee | + #0: (0] + =: (5 
с Ey 0 п 
=| о Ene la ere): 


где Е; —единичная матрица i-ro пор При в—0 число отрица- 
‚№, ®) : 
тельных членов последовательности lim ——— (1=1,..., п) рав- 
2—0 (A; (8, Zo) 


но k, что и требовалось доказать. 

Из лемм 8.10 и 8.11 следует в силу теоремы Mopca, что фазовый 
множитель ехр{6/4} в формуле (1.15) равен exp{inn/4} x 
х ехр{— 4/2}, где ‘/ — индекс Морса траектории Х (хо; 0, Т). 


rJIABAS 


АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ 
ТУННЕЛЬНОГО ТИПА 


Для широкого круга задач теории вероятностей был получен 
первый член логарифмической асимптотики семейства вероятно- 
стей, зависящего от малого параметра. Оказывается, что анало- 
гичная асимптотика имеет место и в некоторых других задачах ма- 
тематической физики, представляющих исключительный интерес. 
Это, прежде всего, задачи квантовой механики, связанные с тун- 
нельным эффектом, асимнтотика уравнений магнитной гидродина- 
мики и теории плазмы при малой вязкости и теплопроводности да- 
леко впереди ударной волны. Подобная асимптотика возникает в 
современной квантовой теории поля и тесно связана с теорией ин- 
стантонов. Уравнения, описывающие перечисленные выше задачи, 
содержатся в классе уравнений туннельного типа. 


$ 1. Системы туннельных гамильтонианов 


Рассмотрим систему псевдодифференциальных уравнений с ма- 
лым параметром A>0: 


yo (—r2. eu, 
at 


Ox 
(1.1) 


L (—Ag. x: 1} = he [Вс ip, x, Ви(Е, В dé dp, 


где u=u(x, t) — М-вектор (столбец), <,) — вещественное скалярное 
произведение, L(p, x, t) — (2п+1)-параметрическая МЖМ-матри- 
ца, элементы которой — целые функции аргумента р, бесконечно 
дифференцируемые по x и фи равномерно ограниченные по x вме- 
сте со всеми производными. 

Собственные значения матрицы Г, (р, x, t) назовем гамильтониа- 
нами системы (1.1). Гамильтониан Я (р, x, Ё) назовем гамильтониа- 
ном туннельного типа при = [0, T], Т>>0, если 


п 
I) При хе", pec. п Re p:=0} функция Н (р, x, t) глад- 
1—1 
ко зависит от аргументов х, Ё и регулярно от аргумента р. 
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п) max Re H(p+in, x, tyY=H(p, x, 1), реЕВ”, nER*, |p| 30, 


хе". 

ПТ) Лагранжиан 4 = ‹р, H,(p, x, t))—H (р, x, #) >0. 

IV) det Н»»(р, x, Й |520 при |р| < оо. 

Гамильтониан Н,(р, x, t) называется подчиненным гамильто- 
ниану Н»з(р, x, #), если при x’, хеВ”", це”, 0 |р’| <с и 
0+ |р] < со справедлива оценка 


CP; Hop (p, x, t)) — H,(p, x, )<(р’, Нар (р’, x’, ty>— 
— max Re Н! (p’ + in, x’, 1). (1.2) 
т 


Система гамильтонианов называется туннельной, если все они 
удовлетворяют условиям Г), ПП), IV), имеют постоянную кратность 
при хе”, ре" {0} и для любого гамильтониана, не удовлетво- 
ряющего условию 11), существует гамильтониан туннельного типа, 


которому он подчинен. 
Систему (1.1) будем называть системой туннельного типа, если 


туннельна система ее гамильтонианов. 
Замечание 1. Условия Г)—ТУ) являются весьма жесткими. 
Например, среди полиномов по р им удовлетворяют, по-видимому, 
полиномы не выше второй степени. Очень сильным условием явля- 
ется и требование постоянной кратности при хеВ", реВ”"\ {0} га- 
мильтонианов. Тем не менее ряд интересных физических и мате- 
матических задач приводит к уравнениям туннельного типа. 
Замечание 2. Класс уравнений туннельного типа можно 


расширить, включив в него уравнения, в которых вместо А т стоит 
выражение Ly (* >.) и, где производная @4Г.(р,)/ар.==0 (р.=В) 
при |p:|<oo (см. ниже пример в)). 


Приведем примеры уравнений туннельного типа. 
а) Уравнение Колмогорова — Феллера: 


4 ь(х, 8, =e +t | {u(x + AB, 8) — и(х, 0} wer (8), 
вл 


где хеВ”, A>>0 — малый параметр, пц„.(4Е) — мера на В” при фик- 
сированных x, & Это уравнение представимо в виде 


ht mh Co (x, ), 2 ut [| (exp {ha Ce 2S} — 1, t) wee (dé). 
м 


Его гамильтониан 


H(p, x, д =— (6,10, py J ее — Пи (а, 8) 
вп 


является гамильтонианом туннельного типа. Проверка условий ПГ) 
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и IV) элементарна. Проверим условие П). Имеем 
КеН(р-- т, х. д) = | (e<?-® cos (п, &— Они (В). 
R2 
Очевидно, что интеграл 


{0-8 cos (n, &) вы (a8) 
Rt 
достигает максимального значения при n=O. Точка n=0 является, 
вообще говоря, не единственной точкой глобального максимума 
Re H(p+in, x, ¢). 

6) Приведем пример из теории марковских цепей. Пусть в Mo- 
мент времени #==АЙ процесс находится в точке x;=jh, в момент *' 
времени #*+! с вероятностью Pj происходит скачок вправо в точку 
Xs (j+1)h u с вероятностью Р;— аналогичный скачок влево. 
Пусть P7 +P; =1. Если uj =u (jh, kh) — вероятность обнаружить 
процесс в момент времени # в точке X;, TO 

R+1 + ok — ЕВ 
uj — Руана ++ Ри. 
Перейдем от функций uj, Р+ и Pj, заданных на сетке {jh, Rh}, 
к функциям u(x, #8), р*(х), р-(х), заданным при всех (x, #) ЕВ? 


Е = 
так, что u(x, t) lean, rom= Uj, р= (х)|«-в==РР. Перепишем приве- 
денное выше разностное уравнение в псевдодифференциальной 


форме 
ехр {r ai u(x, = [ exp {= not p* (x) + exp {hr =} Ш] u(x, 8. 


д д 
Заменяя оператор =. — символом р, а оператор A -г — гамильто- 
Хх 


нианом Н (р, x), получим 
H(p, x) =In {р* (x) ее р- (х)е-*). 


Легко проверить, что Н(р, x) — гамильтониан туннельного типа, 
если при x=R функции р+(х) и р-(х) строго положительны. 

в) Примером системы туннельного типа может служить линеа- 
ризованная система Навье — Стокса с малой вязкостью: 


г + (м, V>o + а Ур — сВУ2о — с.НУ ФУ о =0, 
<2 + pdivy + (и, Vp) =0, 


где v= (v,(x, №), v2(x, #), vs(x, #)) и p(x, t) — искомые функции; 
хе; и== (и (X, #), Ua (x, #), из(х, #)); u(x, В) (|=1,2, 3) — гладкие 
функции; a’?=a"*(x, #) — скорость звука; й>0 — малый параметр; 
с. >0, с. >0 — физические константы. 
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Гамильтонианы приведенной системы имеют вид 
Ну = (р, и) -{ cp’, 
2 ve 
Нав == (р, uy + BEA pt УЕ (ao > cal ot + a*p*) у 


Кратность гамильтониана HA, равна двум. Выполнение условий 
Г) —ГУ) для гамильтониана Н, очевидно, а для гамильтонианов Н, 
и Нз проверяется в результате несложных, но громоздких выкла- 
док. Их мы опускаем. 

г) Модель Максвелла в теорин упругости: 


huy,tu, =hE (x) Au, xER’, 


где E(x) >0 —гладкая функция, й>0 — малый параметр. Приве- 
денному уравнению отвечают следующие гамильтонианы: 


1 1 1 1 
Н. =— — 2 — — — — —. 2 —. 
= $+) ЕТ, =F И == . 


Можно показать, что система {H,, Н»} является туннельной. Га- 
мильтониан Н, (не удовлетворяющий условию П)) подчинен га- 
мильтониану туннельного типа Н.. 

Основной результат состоит в построении всех членов ряда, 
определяющего глобальную асимптотику фундаментального реше- 
ния u(x, 2) системы туннельного типа (1.1), т.е. решения, удовлетво- 
ряющего при #=0 условию 


u(x, Е, t) |:ю==6(х—Е)Г, (1.3) 


где [единичная М№МЖМ-матрица, 6(х—Е) — 6б-функция Дирака. 
Асимптотика решения поставленной задачи дается построенным 
ниже туннельным каноническим оператором и является экспонен- 
циально.-малой при #—>0 почти при всех x, Е. : | 

‘Отметим, что в «малом», т. е. ‘при таких {<= (0, 6], что ‘решения 
вариационных задач, отвечающих гамильтонианам системы (1.1), 
на полуинтервале (0, $] единственны, при отсутствии точек Якоби 
или фокальных точек, вычисления всех членов асимптотического 
ряда для некоторых задач теории вероятностей приводились в [28 
доп. лит.]. В работе [45 доп. лит.] найдена глобальная асимптоти- 
ка решения уравнения теплопроводности на римановом многооб- 
разии. 


$ 2. Примеры экспоненциальных асимптотик 


Прежде чем привести решение задачи (1.1), (1.3), рассмотрим 
два примера. 

Пример 1. Сначала остановимся на простой задаче опреде- 
ления обобщенных решений простейшего гиперболического квази- 
линейного уравнения, исследованной Хопфом [58]: 


DO” ci «gy OR a = 
НР; 9 Plime = Po(*)- (2.1) 
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В процессе ее решения Хопф фактически исследовал задачу о пер- 
вом члене логарифмической асимптотики решения уравнения теп- 
лопроводности с малой диффузией. 

Как известно, в «малом» задача (2.1) решается методом харак- 
теристик. Уравнение характеристик имеет вид 


p=0, x=p. (2.2) 


Здесь мы для простоты остановимся лишь на случае, когда 
Po (x) =exp (-—^?). Обозначим через р=Р ($, &), x=Q(t, #) решение 
системы (2.2), удовлетворяющее условию 


P| == ро (Е), х| 0 = 8, 


и через А: — кривую {p= P(t, Е), х=0 (Ё Е)} в фазовом пространст- 
ве В?,, полученную сдвигом начальной кривой А° = {р==рь (&), х=Е} 
вдоль траекторий системы (2.2) за фиксированное время #. Точки 
на кривой A‘ обозначим через г; r=(P(t, #), О(Ь Е)). При 
<Ь,=е*"/]2 кривая А!’ проектируется на ось x диффеомор- 
фно (уравнение Q(t, &)=х однозначно разрешимо относительно 
E=E(x, t)) и функция р=р(х, t)=P(t, E(x, #)), задающая A‘, яв- 
ляется решением задачи (2.1). При t>>t,, кривая А: проектируется 
на ось х не взаимно однозначно и классического решения задачи 
(2.1) не существует. При таких временах на кривой A’ появляются 
точки, в которых якобиан / (Е, #) =00 (Е, #) [9Е обращается в нуль. 
Они называются фокальными точками кривой A’. 
Для определения решений при #>&», Хопф предложил рассмот- 
реть уравнение Бюргерса 
до ov в 0 
eo oe fee о [5 = Po(), 
‚И назвать (обобщенным) решением уравнения (2.1) функцию. 
Pos = lim v. Решение о уравнения Бюргерса выражается через лога- 
—0 


рифмическую производную o=—h Inu решения и уравнения 
x 
теплопроводности 
x 
ди A Ou 1 
—=——-, и == exp /— — x) dx}. 2.3 
a eae lies P| | pole a (2.3) 


Таким образом, исходная задача сводится к изучению логарифми- 
ческого предела решения уравнения теплопроводности. Известно, 
что решение задачи (2.3) имеет вид 


co Е / 
u==(2nhty \ ехр |- («> + Qt \ Do (8) a) 2} 4. (2.4) 


Асимптотика интеграла (2.4) вычисляется методом. Лапласа. При 
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t<tlip имеем 
w= (JTF Ele, 9,9 + OM exp {—FS(x, 8]. (2.5) 


r(x) 
Здесь S(x, t)= | р ах, а интеграл вычисляется вдоль A‘, r(x) — 
точка на А‘. При t>>t.p существуют три точки г, (Х), г (Х), 7з(х) на 
At, проекции которых на ось х совпадают или, иначе говоря, урав- 
нение Q(t, &=х при хеЕ(хь, %X2) т aps решения £,(x, №, 
r(x 
£.(x, t) и Es(x, ft). Обозначим S (x, д = \ pdx при х<х,, х>х, и 
г} (%) 


S(x, t)=min ($,, S., Ss), S;= \ р ах, rae j=l, 2, 3 при 


ХЕ [хь, Х:]. 

В том случае, когда х==хь, г, (х.) =г.(х.) — фокальная точка на 
At wn Si(x, Й=5$.(х, #); аналогично, когда х=х», г, (х2) == г, (хз), 
$2 (x, t) =S; (x, В. я р 

Точку, в которой S,=S,;=S, обозначим x7. Тогда при x< x% 
и х>х, асимптотика интеграла (2.4) по-прежнему имеет вид 
(2.5), с той лишь разницей, что Е в этой формуле полагается рав- 
ным &, (x, В) при хх жив, (x, В при хх 2. В точке х; 
асимптотика интеграла (2.4) состоит из двух слагаемых вида 
(2.5), одно из которых отвечает точке г, (x;), а другое — точке 
гз (х:). Таким образом, при x,<x< x; точки г (х) и r(x), распо- 
ложенные Ha A‘, вносят в асимитотику решения задачи (2.3) ма- 
лый (порядка не более О(й)е8”) вклад. Поэтому эти точки мы 6y-: 
дем называть несущественными, а остальные точки кривой А! — 
существенными. Области на кривой Л*, состоящие из несуществен- 
ных или существенных точек, назовем также несущественными или 
существенными соответственно. 

Приведенные рассуждения позволяют получить обобщенное раз- 
рывное решение задачи (2.1) при временах #>&, — оно определя- 
ется функцией р=р(х, ¢), задающей существенные области кривой 
A‘. Заметим, что отсюда, в частности, следует известное в гидроди- 
намике правило равных площадей для определения фронта удар- 
ной волны, эволюция которой описывается уравнением (2.1). 

Рассмотрим теперь асимптотику интеграла (2.4) в момент вре- 
мени [=1». Тогда x,=%2, фокальные точки г» (х.) и г, (х.) на А: 
совпадают и при вычислении асимптотики интеграла (2.4) при 
хь=х.=х,. Соответствующая критическая точка оказывается вы- 
рожденной. Это приводит к другой асимптотической формуле для 
решения и задачи (2.3). Вне окрестности точки xy, которую мы бу- 
дем в дальнейшем называть фокальной точкой в R,, решение по- 
прежнему имеет вид (2.5), а в точке х» имеем и(хь», tap) = 
=h-"“exp{—S (хь, tup)}(@+O(A)), где а — константа. Из последней 
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формулы следует, ITO логарифмический предел не учитывает 
«всплеск» амплитуды в фокальной точке х.. Этот всплеск характе- 
ризуется вторым членом логарифмической асимптотики: 


Inu-=-——S—QInh+ 0(1.. 


Здесь Q='/, при х=х., =, а в остальных случаях равно 0. 

Туннельный канонический оператор позволяет записать равно- 
мерную (по x) экспоненциальную асимптотику решений уравнений 
туннельного типа. Как уже говорилось, в конструкции этого опера- 
тора существенную роль играют геометрические объекты, обоб- 
щающие кривые At — лагранжевы многообразия в фазовом прост- 
ранстве R% . Вне окрестности проекций в Вх особых точек из су- 
щественных областей лагранжева многообразия — фокальных 
точекв В*— асимптотика соответствующего решения представляет- 
ся в виде, аналогичном (2.5). В окрестности фокальных точек — He- 
которыми интегралами, аналогичными (2.4), асимптотика которых 
иногда выражается через специальные функции. Отметим, что фо- 
кальные точки одновременно являются точками Якоби экстрема- 
лей вариационной задачи, определяемой гамильтонианом. В общей 
ситуации в фокальных точках, как и в рассмотренном выше при- 
мере, коэффициент © при Ink во втором члене логарифмической 
асимптотики не равен нулю (в отличие от нефокальных точек). 
Этот коэффициент выражается через некоторый новый инвариант 
вырождения соответствующей экстремали. 

Пример 2. Выше была рассмотрена задача Коши (2.3) для 
уравнения теплопроводности с начальным условием, зависящим от 
h. Нас же в первую очередь интересует асимптотика фундамен- 
тального решения систем туннельного типа. Эта асимптотика для 
систем туннельного типа в общем случае будет построена в $3. 
Опишем эту асимптотику для примера 6) $ | в случае 


P* (X= Pt Leos" (x), рт) = + sin® (x): 


ое не 


ae (+ +S *) exp {n 2 и. (2.6) 


Задаче (2.6) соответствует гамильтониан 
Н(р, x) =ш [pt (x)e? + р7(х)е-?]. 


Уравнение (2.6) не представляется в виде (1.1), и поэтому теорема 
9.2 об асимптотике фундаментального решения задачи Коши к за- 
даче (2.6) непосредственно неприменима. Тем не менее для задачи 
(2.6) может быть доказана теорема, аналогичная теореме 9.2, при- 
чем схема построения соответствующей асимитотики здесь та же, 
что и далее в $ 3. В то же время асимптотика решения задачи (2.6) 
относительно легко исследуется с помощью ЭВМ. 
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Начальному Е для (2.6) в фазовом пространстве В 
отвечает прямая Ao”? ={p=p,, х=0}, рреЕВ. Асимптотика решения 
задачи (2.6) определяется кривой AY. полученной сдвигом прямой 


AY вдоль траекторий системы Гамильтона 
х=Нр, p=—H, (2.7) 


за фиксированное время ¢. Ha кривой А: определим функцию 


$ (рь = | РН» (P, 9)— HP, Чат, 


где функции Р=Р(рь, #), О=О(рь, ¢) — решение системы (2.7) с 
данными Коши P(po, 0) =рь, О (ре, 0) =0. Функцию S(po, Ё) мы назы- 
ваем энтропией. При любом временч #>0 кривая AY проектирует- 
сяв В, на отрезок [—& ¢], причем до момента времени #&„=л/, 
якобиан / (рь, t)=dQ (po, t)/dpo при |рь| <со, т. е. любая конечная 
дуга кривой Ae при O<t<t,, диффеоморфно проектируется на 
ось х. 

Асимптотика решения задачи (2.6) при хе[-— ЕЁ, #—#], где 
число # сколь угодно мало, для фиксированного времени 0<1<&», 
имеет вид 


t 
u==| 20h J re exp в | Нрх (Р (po, т), © (ро, т)) dt— 


(1+ O(A)), (2.8) 


Ро==ро(х »t) 


р $ (po, 2) 
h 


rae функция ро (x, t) — решение уравнения x=Q (Py, №. 

В точке r@ Aj с координатами (0, x), где ось x пересекает 
кривую А!:°, энтропия обращается в нуль, и функция и в точке х, 
равна О(#й-!”?). Вне окрестности точки x, величина и экспо- 
ненциально мала. Зависимость от времени координаты xX; вычисля- 
ется явно из’ системы Гамильтона. Легко показать, что lim x,= 1/4. 


{>03 


> т, 
При t>>t,, на кривой A,’° появляются участки с одинаковой про- 
р 
екцией на ось x. По аналогии с примером 1 выделим на кривой 


Ay существенные и несущественные области. Среди точек кривой 


AY’, проектирующихся в одну и ту же точку на оси x, существен- 
ными называются те точки, энтропия в которых минимальна. Асим- 
птотика решения задачи (2. 6) при tty определяется только су- 
щественными областями кривой Aj’. Скачок из одной существен- 


> = Al, у > 
ной области кривой Ay” B другую в этой задаче происходит всегда 
вдоль оси р. Напомним, что фокальными точками называются точ- 


2. 
ки на Aj", в которых обращается в нуль якобиан У (рь, t). Заме- 
тим, что при #>&.» все фокальные точки кривой А: попадают в не- 
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существенные области, поэтому при #>&»› асимптотика задачи 
(2.6) имеет вид (2.8). 


кр»о | . 
В момент времени #=&, кривая Ar” имеет существенную фо- 


1 
кальную точку с координатами (-5 3, 0) - Асимптотика реше- 


ния задачи (2.6) в окрестности точки х=0 в момент времени #5 
определяется некоторым интегралом. В этом примере, как и в рас- 
смотренном ранее, в проекции фокальных точек на ось хамплитуда 
решения резко возрастает. Именно, при x@=(—tp, fap) вне окрест- 
ности точек х=0 и х=х при h=0,01 величина w(x, typ) = 10-*, 


тогда как и (0, typ) >= 10-2. 


$ 3. Туннельный канонический оператор и асимптотика 
фундаментального решения 


Сформулируем основные результаты. Рассмотрим задачу (1.1), 
(1.3). Введем обозначения: Н.(р, x, t) — гамильтониан системы 
(1.1), w=1,..., т, тэ М; и. — кратность гамильтониана HA, при 
|p| 520; 4% С- В2*— плоскость {p=po, х=}, (Po, Е) В?”", & — фик- 
сированный вектор; А — лагранжево многообразие, полученное 
сдвигом плоскости А?” вдоль траекторий системы Гамильтона 


Ja == Нар» Ро == — Нох (3.1) 
за фиксированное время Ё, т. е. Aug = Gh, An *; г — точка Ha MHO- 


гообразии AU (p(r), x(r)) —ее координаты; Q., Р.— решение 
системы (3.1) с начальными данными на Ags; якобиан 
Ja= det (90./дро). 

Назовем энтропией Ha многообразии A = функцию 


t 
$ == За (Ё, t, r), So = (Ра Aap (Pa, Qa)) — Ha (Pe, Qa)) da. 


Точку г.ЕЕЛ назовем несущественной точкой многообразия A, если 
найдется точка г.©ЕЛ с такой же проекцией на Ry и такая, что эн- 
тропия в ней будет меньше, чем в точке г, т.е. х(”.) =х(г,) и 
S| rar, >98 | r= 72° : 

Введем на многообразии А канонический атлас {0}. Именно, 
покрываем многообразие A картами, которые диффеоморфно проек- 
тируются на одну из координатных лагранжевых плоскостей. 
(Плоскость вида {х,=0, р, =0}, где Ги Г — наборы чисел такие, что 
ЦИ=(1,..., 2), П1=9, называется координатной лагранжевой 
плоскостью.) 

Пусть #>6>>0, а 6 — сколь угодно малое число. Определим 
оператор K(Q,), действующий из пространства Со’ (Q;)B пространст- 
во С” (В”). Пусть ф(г, A) <= Ce (©; х (0, 1). 
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Рассмотрим два случая. 
1. ©, — неособая карта (т. е. якобиан J, отличен от нуля для 


всех точек области ©,). Обозначим через РС В» множество 7, (97), 
где л,— естественная проекция Ry на Вх, QF — замыкание мно- 


жества существенных точек области ©, через Dt Вх; — {-окрест- 
ность множества D, т. е. такую окрестность, что |x—x’| >=4 для лю- 


бой точки xeR"\ Dt и для всех точек х’еР. Введем функцию 
0 (х, pe Co (Ri), равную единице при хеЕД" и нулю при 
х= В; \ Би. Положим 


K (одре exp {— 1], OCH 9, (3.2) 


где г(х) ЕЛ — решение системы х==х(г), /Т(х, Е) и $Т(Е, Ь r(x)) — 
гладкие функции, совпадающие с функциями Л. (г(х)) и $. (Е, Ь 
г(х)) на множестве D. Полученная функция K(Q;) зависит от аргу- 
ментов (x, & 2 4, В 

2. Q; — особая карта с фокальными координатами (рь, x7), т. е. 
область Q; диффеоморфно проектируется на плоскость ео. 
Pz = 


Т= (ти, ...) т»), T= (Mags, ++. Mn), IUf==(l,..., п), 
Е == шах (п — rank (dQ,/dp,)). 
rea; 


Легко убедиться, что для любого сколь угодно малого o>0 
можно выбрать покрытие Л особыми и неособыми картами, так что 


для любой особой карты ©, область н.о ;„ где HatS Dias диф- 
1—1 

феоморфно проектируется на № и энтропия в этой области строго - 

положительна. Определим оператор К (®;) формулой 


ККо) p = exp {— Нто} (К (87,2) 9) = 


— (дроу | exp [- In = “1 P Gs (g77;2;) $) _ 


Jen. (3.3) 


Полученная функция зависит от аргументов x, &, ?, \, A, 0. 
Введем разбиение единицы {е,(г)} на многообразии A, подчинен- 
ное каноническому атласу {2}. Определим оператор К на функциях 


ф (г, hye Cy (^Ж[О, 1)) следующим образом: 
Кф(г, в) => К(@р(е; (г) or, В). (3.4) 
I 


Обозначим B= К (Сь (Ax(0, 1])) и В отношение эквивалентности на 
В: Кф(г, h) x Ka, (г, й), если в существенных точках г функция 
g(r, h) — $: (г, A) имеет порядок малости O(h). 
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Теорема 9.1. Гуянельный канонический оператор 
К: Со (А х(0, 1])—8 (mod R) 


не зависит от выбора канонического атласа, разбиения единицы, 
параметров y>0 и в>0 и от способа продолжения энтропии и 
якобиана на множества ПТ. 

Схема доказательства этой теоремы совпадает со схемой дока- 
зательства аналогичного утверждения в теории канонического опе- 
ратора, с той лишь разницей, что в данном случае асимптотические 
разложения соответствующих интегралов получаются применением 
метода Лапласа, а не метода стационарной фазы. 

Замечание. Определение туннельного канонического опера- 
тора автоматически переносится на случай произвольных лагран- 
жевых многообразий A, на которых заданы энтропия S и якоби- 
ан J. 

Пусть выполнено условие, более сильное, чем IV). 

ГУ”). Существует такое e>0, что det | Норрр; |>=e>0 при 
|p|<co. Предположим также, что выполнено условие: 

ый Существует такое A, что при 0<{=<.А все многообразия 
Ane диффеоморфно проектируются на В и на В”. (Условие V) 
Выполнено, например, в случае, когда матрица L(p, x, #Ё) не зависит 
от х при |x| >a>0, где а— некоторое число, и выполнено IV’).) 

Ниже туннельный Kas OnM TECHS оператор на многообразии Ae 
будем обозначать К. Введем в рассмотрение МЖМ-матрицы 
Ч.(а=1, 2, ..., т), определив их следующим образом. Пусть 
8 (р,х, В (8=1,2,..., ха) — ортонормированные собственные век- 
торы матрицы L(p, x, №), отвечающие собственному числу (гамиль- 
тониану) На; и. — кратность этого числа (|р|520, a=1, 2,..., т). 
Обозначим через быв коэффициенты разложения 1-го базисного 
орта е' в В" по векторам ie (p, x, 0): 

т их ‘ 
У DEG, 4 08 Se 


a=1 B=1 


и через Cag — решения систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений 


at 
ao + SMe atav = 0, Cap |g = Seb» 
Vv=1 
где 
ЭН г он. 


“a д 
Mvp =< в, = +3< fh а a > — Sys 


i aL jer EOP 


— («Жи») — матрицы (a фиксировано), d/di — производная вдоль 


траекторий системы Гамильтона (3.1) с данными Коши на Age и 
значения аргументов р и х берутся на этих же траекториях. 
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Положим 


Y= > (Canis, exer: cy Casha) е(г, M). 
f=1 


Здесь и далее М означает любое сколь угодно большое наперед за- 
данное число, а функция е(г, М) — сужение на многообразие, по 
которому строится соответствующий туннельный канонический 
оператор, гладкой финитной функции на Roz, тождественно равной 
единице в шаре р*-+х*<М. Асимптотика матрицы Грина в окрест- 
ности множества (08./дх.—==0) (i=1,..., п) построена операторным 
методом с использованием комплексного ростка [43 доп. лит.]. 
Вне этой окрестности имеет место следующее утверждение. 
Теорема 9.2. Пусть выполнены сформулированные выше ус- 
ловия Г) —У), IV’). Тогда для любого сколь угодно большого М >0 
при 6=1{=Т матрица Грина системы (1.1) представима в виде 


и (х, = t, h) = (2Qnhy"? У К ce aie O (A)) as о (М). 


Доказательство теоремы для простоты выкладок проведем в 
случае N=1 (тогда индекс о можно опустить) и будем считать, что 


Г. (р, x, #) =Н(р, x, t) =Н(р, x), det | H..| 40 


при |x|<coo. Предварительно приведем эвристический вывод фор- 
мулы для формальной равномерной асимптотики решения задачи 
(1.1), (1.3) при О<— {= А. Заметим, что при #=0 все начальное лаг- 
ранжево многообразие (плоскости 4*”") состоит из фокальных то- 
чек и покрывается одной особой картой, диффеоморфно проекти- 
рующейся на плоскость х=0. Однако записать асимптотику при 
0 в виде, аналогичном (3.3), нельзя, так как энтропия на плос- 
кости Л? равна нулю и сдвиг A%* вдоль характеристик соответ- 
ствующего параболического уравнения приводит к растущим при 
h—0 экспонентам. (По той же причине невозможно представить 
асимптотику при 2-0 в виде преобразования Фурье, как это можно 
сделать при построении канонического оператора.) Поэтому для 
задачи (1.3) при #0 построим равномерную (формальную) асимп- 
TOTHKY, отличающуюся от (3.2). При малых # естественно считать, 
что коэффициенты уравнения (2.6) можно «заморозить», т. е. пред- 
ставить решение задачи (1.1), (1.3) в виде 


oo 


(anh) | exp {Кр x8) +H (—ip, 8) til dp. 


—< 


Приведенная формула дает асимптотическое решение лишь при 
t<h. Обобщая эту формулу, построим равномерную (формаль- 
ную) асимптотику решения задачи (1.1), (1.3). Будем искать ее в 
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виде 


(omy "A(x, В, 8) | екр{- (ру, 9 +H (—ip, и, 0) 1} dp, (3.5) 


где A(x, Е, #), y(x, Е, #), и: (Е, #) — новые неизвестные гладкие функ- 
ции. Покажем, что асимптотику при #й—0 интеграла Лапласа, co- 
держащегося в формуле (3.5) при условии 0<6<i<A, где 
$ — фиксированное сколь угодно малое число, можно вычислить 


. методом перевала. Для определения критических точек интеграла 


{3.5) имеем уравнение 
y= H,(—ip, y,)t. 

В силу условия IV’) у приведенного уравнения существует гладкое 
чисто мнимое решение p=iz, 2==2 (у, y:,¢). Условие II) на гамиль- 
тониан Н(р, x, ft) делает топологическую часть метода перевала 
тривиальной: сдвигаем контур интегрирования в комплексное про- 
странство С” таким образом, что Imp=z. Критическая точка р={2 
на полученном контуре является перевальной, поскольку в ней до- 
стигается максимум реальной части фазы интеграла. Отсюда най- 
дем асимптотику интеграла (3.5): 


и= (20h) exp {= + о} (1 + 0(A), (3.6) 


где функции Ф, ф имеют вид ns 
Ф (x, Е, t) =z(y (x, 5, t), у, (Е, 1) 1), у (x, Е, t))>— | 

—Н(2(у(х, В, #), у (5, #) st), и: (8, 0,0), (3.7) 
g(x, & ft) =A(x, 6, t) (det (Н»›(2(у(х, & 8), 


ys(&, t).t), ин (Е, t).t),2))-*. (3.8) — 


Подставим' функцию и вида (3.6) в уравнение (1.1). Воспользуем- 
ся формулой коммутации экспоненты е-®” с псевдодифференци- 
альным оператором [43 доп. лит.]. Сократим полученное соотноше- 
ние на е-®”^ и приравняем коэффициенты при степенях й* и ht, 
В результате получим, что функция Ф в асимптотике (3.6) интегра- 


' ла (3.5) удовлетворяет уравнению Гамильтона — Якоби 


Ан, x)=0, (3.9) 


a функция ф — уравнению переноса 


op { op Op 
Fete (Pt) Dt 


Ox 
bre дФ PD 
+ Х Нам (Gr *) gear P= (8410) 


Начальное условие вида (1.3) индуцирует условие при #=0 на 


| функции и(х, Е, t) и A(x, Е, 4) — функция у(х, &, 0) обращается в 
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нуль лишь при х=, y;’ (x, x, 0) 540 при всех xR": 
| A(x, x, 0) = (к, х, 0). (3.11) 


Таким образом, задача построения асимптотического решения вида 
(3.5) сводится к задаче отыскания функций D(x, ЕЁ, #), p(x, —, f), 
y(x, t) и A(x, Е, #, удовлетворяющих уравнениям (3.7) — (3.10) и 
условию (3.11). Уравнениям (3.9) и (3.10) удовлетворяют функции 
Ф( 0 =5 (7 8 Ht) и 9, & д) [PE (7), 
где 5$ — энтропия и / — якобиан на многообразии А=А!*, функ- 
ция Ф определена перед формулировкой теоремы 9.2. Существова- 
ние решения r(x) системы x=x(r) следует из диффеоморфного про- 
ектирования многообразия ЛЕ на RZ при 0<t<A. Построим реше- 
ние у(х, &, #), y:(&, #) уравнения (3.7) (если H(0, x) =const, то 
и: (ЕЁ, ¢t) =Е). Разложим в сумму квадратов правую часть уравнений 
(3.7) в точке 2==0 и левую часть в точке х=х (Е, #), где x(E, t) — 
решение системы $.(г(х), Е, 2) =0. Это возможно в силу предполо- 
жения невырожденности матрицы Н»„. и леммы Mopca. Приравни- 
вая соответствующие квадраты в разложениях, найдем решение 
у, (Е, t); подставляя затем функцию у, (Е, #) в правую часть уравне- 
ния (3.7) ивновь применяя лемму Морса при фиксированном Ё и 
приравнивая соответствующие квадраты в разложениях, получаем 
искомое решение у(х, ЕЁ, #). Функцию A(x, Ё, ¢) найдем из уравне- 
ния (3.8). В результате несложных, но громоздких вычислений 
легко убедиться, что построенные функции удовлетворяют условию 
(3.11). Тем самым получена равномерная (формальная) асимпто- 
тика решения задачи (1.1), (1.3) вида (3.5). Обозначим 


б=б(х, &, t, h) == (а) " Ч (r(x) [де (Hoo (2, ух 
x fexp {7 р» бе, 0) Н(- ip, 1G 9) Я} dp. (3.12) 
Rt 


В силу проведенных выше рассуждений главный член асимптотики 
функции С при фиксированном 0<1=—<А и фиксированных хи & 
имеет вид’туннельного канонического оператора на многообразии, 
примененного к функции Ч (г)е(г; М). 

Доказательство теоремы 9.2. Подставим функцию С 
(3.12) в уравнение (1.1). Воспользовавшись формулой коммутации 
псевдодифференциального оператора с экспонентой и учитывая 
определение функций y(x, Е, ¢) и у, (Е, #), получим 

[#%—#(-^з», х) |= Е, 
at ax’ | 


где 
F=F(x, &, t, h) (х,ЬЬ В) | ехр {2 (р, ух, 0) + 


К, xs 
+H (— ip, и: (Е, 2) 4} в» (р, х, Вар. 
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Здесь функции g,(%, Е, t, 4) и g2(p, x, , ¢, В) класса C*, причем 
2. (р, x, Е, Е, kh) — целая функция аргумента р. 

Точное фундаментальное решение уравнения (1.1) представим 
в виде ряда 


u(x, Е, Е. h)=G(x, 5, 1, й) = 
м 3 Are 6 G(x, п, t—1)(F* - F)(n, &, т, Ватат, (3.13) 


k=0 0 вл 


где F* — № я степень оператора 
t 
(Рок, в) = fl Fn, 2 — т, Aon & 9145. 


© RA 


Зафиксируем в формуле (3.13) время #=5. Покажем, что асим- 
птотику при #—0 суммы (3.13) можно вычислить. При этом будем 
рассматривать k-e слагаемое в сумме (3.13) не как повторный, 
а как п (2Е--3)-кратный интеграл по р и п. При таком подходе со- 
ответствующие критические точки интегралов оказываются невы- 
рожденными. Заметим, что непосредственное применение метода 
перевала к интегралам в сумме (3.13) невозможно, поскольку фаза 
в них — неаналитическая (по переменным п) функция. Воспользу- 
емся методом, развитым в кн.: Хартман Ф. Обыкновенные диффе- 
ренциальные уравнения.— M.: Мир, 1970. Для упрощения обозначе- 
ний рассмотрим подробно лишь член суммы с индексом k=O в 
случае Н (р, x) =const (т. е. когда и, (Е, В =Е): 

5 


{УИ п, 8 — Эа & т, В) в (р, 0, & 1, A) x 
® RM 


xexp {ian у 5—)) +H (—ip, 96 —9+- о. 
+ilp, y(n, & t)) + A(— ip, ® a} dpdp,dydt. (3.14) 


Здесь через f(x, ц, 8—т) обозначена функция, стоящая перед ин- 
тегралом (3.12). Для вычисления (3.14) применим метод перевала 
(Лапласа). Найдем стационарные точки фазы интеграла (3.14) по 
переменным т, р и Px. Для их определения имеем следующие урав- 
нения; 


ipyn (x, п, 8 — т) + Hz (— ip, п) (6 — т) {рии (а, & 1) =0, 
у(х, 1, 6 — т) =Нр (— ip, n) 6 —т), 
y(n, Е т) =H, (— ipy, &т. 


Приведенная система разрешима для чисто мнимых р и Py. Этот 


факт следует из диффеоморфного проектирования многообразия 
t, 
28 на Ви проверяется дифференцированием. Обозначим полу- 


ченные решения через р°’и Р1. Сдвинем контур интегрирования в 
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интеграле (3.14) по переменным p? u pi так, чтобы Imp=Imp* в 
Im pi==Imp!, и сделаем замену переменных p’—>p-++ ри р. р. -- 
+ pi. В результате получим интеграл Лапласа по пространству 
Вз" с неаналитической (по переменной п) фазой, стационарная точ- 
ка которой вешественна. Вычисляя асимптотику этого интеграла 
указанным выше методом и, аналогично, асимптотику интегралов 
‘в Ё-х членах суммы (3.14), получим 


5 


УС Ge, п, 8 —т, A) (FPF) (т, § т, В) Чак = вв (КЧ), (3.15) 
вп 


где K= К®* — канонический оператор на AG*, функции &.=а,(х, Е, 
8, 4) равномерно по п ограничены. Из соотношения (3.15) следует 
доказательство теоремы для времени {=8. Пусть теперь 8<1=Т. 


Имеем 
u(x, & t, h) = (("б) (x, t, в, Е, A), (3.16) 


где 6,==t/m, С" — т-я степень оператора 


(Go) (x, 8, БВ) = J G(x, т, &, В) O(n, & Ь Вам 
R® 


и целое число m>0 — такое, что {/1=8. 

Асимптотика интегралов, стоящих в правой части равенства 
(3.16), легко считается методом Лапласа, если стационарные точки 
фазы невырождены. Результатом соответствующих вычислений 
является формула (3.2). Такая ситуация имеет место в том случае, 
когда точка х, в которой вычисляется асимптотика, не является 
проекцией (существенной) фокальной точки. Если же стационар- 
ная точка вырождена, воспользуемся следующим приемом.. С по- 
мощью метода Лапласа легко убедиться, что один из операторов в 
формуле (3.16), например, действующий последним, можно запи- 
сать в виде канонического оператора (3.3) в области mx (#2). 
Здесь QO — окрестность соответствующей фокальной точки на MHO- 
гообразии An®. Асимптотика представленной таким образом функ- 
ции (3.16) с помощью метода Лапласа легко приводится к виду 
(3.3). Это рассуждение завершает доказательство теоремы. 

Замечание. Построенный выше туннельный канонический 
оператор определяет главный член асимптотики решения задачи 
(1.1), (1.3). Решение задачи о построении глобального асимптоти- 


ческого ряда требует определения на многообразии ALE некоторого 
набора дифференциальных операторов У’ порядка { (зависящих, 
вообще говоря, от выбора канонического атласа и разбиения еди- 
ницы). Алгоритм построения операторов У‘ приведен в [45, доп. 
лит., $ 9] и переносится на рассматриваемый случай без изменения. 
Для построения М членов асимптотического ряда необходимо ре- 
шить с точностью до Oh”) дифференциальное уравнение 
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M 


У #Уф=0. Подставляя в это уравнение искомую функцию фв 


1—0 
M-1 


виде ряда по степеням A, т. е. ф= № 1"ф„ и приравнивая нулю коэф- 
m=0 

фициенты при одинаковых степенях параметра A, получим систему 
М дифференциальных уравнений для определения функций gm. 
Порядок каждого уравнения полученной системы меньше М, коэф- 
фициенты уравнения на функцию ф зависят от решений, qi, ... 

... Gm-1. Искомый асимптотический ряд получается применением 
туннельного канонического оператора, построенного на многообра- 


зии Ала, к функции @. 


§ 4. Задача о больших уклонениях 


Рассмотрим задачу Коши для уравнений туннельного типа с на- 
чальными данными, не зависящими от h: 


ou нь. вые. | 
т =H ( ho xt) и, |g = 9° (x), (4.1) 


где функция g(x) не обращается в нуль в некоторой замкнутой ог- 
> п 0 
раниченной области 4,< В», $°’(х)==0 вне области D и 
$’ (x) =C”(D,); граница OD, — гладкая. 
Решение задачи (4.1) выражается через туннельный каноничес- 
кий оператор К на семействе лагранжевых многообразий Л*®, по- 
лученных способом, указанным в § 3. Именно, 


u(x, ЕВ) =} (KY (r, М)-+0 (A), A) p(B) dE + OEM), (4.2) 
вп ; 


Преобразуем формулу (4.2), вычислив по методу Лапласа асимп- 
тотику интеграла в правой части. Согласно определению операто- 
ра К для этого достаточно вычислить асимптотику каждого из ин- 
тегралов вида 


J кет <, (4.3) 

n 

R 
где K(Q;) определен формулами (3.2), (3.3) и {е;} — разбиение еди- 
ницы, подчиненное каноническому атласу {Q;}. Сначала найдем 
асимптотику интеграла в правой части (4.2) в области 
Dt = nz[gi, {р=0, x =D} ]. Здесь, как ив $ 3, л.. — естественная про- 
екция точек фазового пространства Вох на координатную плоскость 


t » > ; 
Вх и &н— фазовый поток в Вах, отвечающий функции H. Исполь- 
зуя явный вид оператора K(Q,), легко показать, что главный вклад 
в асимптотику интеграла (4.3) вносят точки E(x, =). 99, 
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(т. е. лежащие внутри области D,), удовлетворяющие уравнению 


Q(E (x, И) =х. (4.4) 


Здесь О(Е, #) — проекция в конфигурационное пространство Вх 
траектории (P(E, ¢), Q(& ¢)) системы Гамильтона (3.1), удовлет- 
воряющей данным Коши 
Q| ro =&, P| emo =O. (4.5) 
Проводя соответствующие вычисления, используя при этом прием 
§ 3, приводящий к формулам (3.3), легко получим, что асимптотика 
функции u(x,t, В) в области 9), \ OD, имеет вид 
u(x, Ь В) =K'®(e(r, M)p(r) +O(k)) +О (ем), (4.6) 
где К! — туннельный канонический оператор (3.4), построенный на 
лагранжевых многообразиях А =" = ан {р=0, х=={}, EER’, 


по формулам (3.2), (3.3), в которых якобиан I= det и эн- 


t 
тропия S = {<P (E, т), Н»(Р(Е, т), О(Е, t)))—A (P(E, т), Q(E, 7), 


д) ) ат. 
Функция ф(г) имеет вид 


Ф(г) = exp В j 


Hx; a @ (= 
ft gan yey) 
где интеграл вычисляется вдоль траектории © (Е, 7), P(E, ¢) задачи 
(3.1), (4.4). 

В случае хейВ”`\\ 9), главный вклад в асимптотику интеграла. 
{4.2) вносят граничные точки &(х, #) =0., удовлетворяющие урав- 
нению О(Ё(х, 1) =х. Здесь Q(E, т) — проекция в В" решения 
(Р(Е, №, Q(E, t)) системы Гамильтона (3.1) с данными Коши 

О |:-=о=, Р|:—===0оп (=), (4.7) 
где Ё=09),, п(=) вектор единичной внешней нормали к OD в 


точке &. Проводя соответствующие вычисления, получим, что асимп- 
тотика функции u(x,t, В) в области R"\D, имеет вид 


ив) = (2) Cr, МНО +O) +0). (4.9) 


Здесь туннельный канонический оператор К°“* построен на лагран- 
жевых многообразиях AA; = анА%, где A ={p=pn(x), 
xG0D,}, реВ, n(x) — вектор единичной внешней нормали к OD, в 
точке х. В этом случае в формулах (3.2), (3.3) следует положить 


t 
_ _ — 92 
$— «р, Hy(P,Q))—H(P,Q)dt, =, 
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где a= (сл, ма, ..., би) — (локальные) ортонормированные криво- 
линейные координаты с единичным метрическим тензором на мно- 
гообразии 09), P, @ — решение системы Гамильтона (3.1), удов- 
летворяющее начальному условию (4.7), в котором 


Е== (4) HOD. (4.9) 
Функция f(r) в формуле (4.8) определяется равенством 


f(r) = (гу тер (+ {DS Hoge ar) Ф(®) 


qo #=1 


ларь ) 


Здесь интеграл вычисляется вдоль траекторий задачи (3.1), (4.7), 
(4.9), функция р (г) определяется соотношением р (г)п(@нг)==р (gar). 

Итогом проведенных рассуждений является следующее утверж- 
дение. 

Теорема 9.3. Пусть гамильтониан Н (р, x,t) задачи (4.1) удов- 
летворяет условиям теоремы 9.2. Тогда решение задачи Коши (4.1), 
(4.2) при хе 9), 09), имеет вид (4.6), а при хе" 9, вид (4.8). 

Замечание. Пусть в задаче (4.1) Н(0, x, #) =0. Тогда об- 
ласть 4), получается в результате сдвига области 4), вдоль харак- 
теристик уравнения 


oe 7 < (x, 0), Ze. b(x, ) =H, (0, x, В. (4.10) 


Прообраз л;(4),) области D, на многообразии A‘ при этом при- 
надлежит плоскости Ry, энтропия равна нулю, и функция (4.6) с 
точностью до O(h) совпадает с решением w задачи Коши 
#|.==$°’(х) для уравнения (4.10). Иначе говоря, в этом случае 
решение (4.6) в области 4), находится методом регулярной теории 
возмущений. -- : 


ДОБАВЛЕНИЕ 


АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОШИ ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ 
УРАВНЕНИИ С БЫСТРОУБЫВАЮЩИМИ НАЧАЛЬНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ 


$ 1. Линейные задачи. 


В этом разделе мы рассмотрим асимптотику решения задачи 
Коши для эволюционных уравнений с малым параметром #-—0. 
Начальные условия определяются функциями, имеющими вид 
«пика» ширины ~A: 


и|:.=Ф (x/h); Ф (т)—0 при |t|—c. (1.1) 


Оказывается, что для широкого класса уравнений с параметром 
асимптотика решения такой задачи имеет вид и! (о) ; 
‘ , > Г. 

естественным образом обобщающий функции (1.1). Асимптотиче- 
ские решения такого вида интересны и сами по себе, поскольку 
они обладают свойством «самоподобности»: если решение. имеет 
такой вид при =, то оно. имеет такой же вид и на некотором 
временном отрезке [№,#]. В линейной теории, в отсутствие фо- 
кальных точек, самоподобные решения, как правило (для ypaB- 
нений с дисперсией), имеют вид ВКБ-асимптотик:. f(t, x, = 
= (x, #)ехр (21). Для уравнений без дисперсии, например для вол- 
нового уравнения, зависимость от т оказывается отличной от экс- 
поненциальной. Этот же факт имеет место и для нелинейных урав- 
нений. Еще одно важное свойство «самоподобных» решений состо- 
ит в том, что на них выходят решения задачи Коши (1.1), т. е. 
спустя сколь угодно малое время ¢ асимптотика принимает вид 
самоподобного решения. 

1. Гиперболические уравнения (уравнения без дисперсии). 
Проиллюстрируем сказанное на примере задачи Коши для вол- 
нового уравнения: 


ин-— с? (х) и», (1.2) 
и|,.=Ф i) „шо = 0. (1.3) 


Здесь c(x)>0, Ф(т) — гладкие функции, функция O(t) финитна. 
Вычислим асимптотику решения задачи (1.2), (1.3) при #—>0 
на временах #=[0, Т], где Т не зависит от A. Сначала найдем 
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асимптотические «самоподобные» решения уравнения (1.2), а 3a- 
тем сконструируем из них решение задачи Коши. 
Самоподобные решения будем искать в виде 


u == fo (Fe 2) + ap (See (+. ~ (1.4) 


h, x,t h,x,t 


где f*(t, x,t), S(x,t) — гладкие функции, f° быстро убывает при 
|t|—>co. Подставляя (1.4) в (1.2) и приравнивая к нулю коэффи- 
циент при й-*, получим: 


(8—0 (x) Si) Ё+|,- $ =0. 


Отсюда следует, что функция $ удовлетворяет одному из уравне- 

ний характеристик: 5Ес(х) $ =0; $5= |+ =x. Каждому из 

этих уравнений отвечает своя функция |; мы будем различать их 

с помощью индексов +: }-— fi. Обозначим через X*(t, x») ре- 

шения уравнений Х+=--с(Х=) с начальным условием Х+|, „= 
2 


Очевидно, якобианы /*+=0дХ*=|/дх.=ехр (- (с (Х= (Е, %)))d&) отлич- 
0 


ны от нуля при всех #. Поэтому функции S* определены при лю- 


бых #0 и имеют вид S*t= Xj (х,й), где Хз — решение уравнения 


Х= ($, х)=х. Приравнивая к нулю коэффициент при A и учитывая 
уравнения характеристик, получим уравнение переноса: 


пе — | sae | ыы | 
fis % | 2 + (Si — 35) |“ <0. 


Ot 


Интегрирование этого уравнения с учетом условия убывания fs 
при |т|-><о дает формулу 


> ХЕ ’ 
fie (6,2, ) FZ) / 6, 
V J* (X* (x, 9,5 c (X* (x, 0) 


где s(t, x) — произвольные быстроубывающие функции. Таким 
образом, главный член «самоподобного» асимптотического реше- 
ния имеет вид 

fou 


$ ыы 
Ф. |——, XF 2) 
us. =} (- x |) Jo) — и с (x) 
ЕЛ 9%, = — —____. 
i У1=(Х; (D1) с (X¢ (x, 0) 
Аналогичным образом строится первая поправка /': уравнение для 
нее получается приравниванием к нулю коэффициента при f° и 


имеет вид [I* —* ==— —c(x,8 =) Р.. Интегрирование 
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1 
этого уравнения приводит к определению {+. Полученная функция 


и. =}, | ВР, удовлетворяет уравнению (1.2)`с точностью до 
O(h). Подбирая функции ф. из начальных условий, используя 
принцип суперпозиции и применяя затем результаты об оценках 
решения неоднородного волнового уравнения, легко приходим к 
следующему утверждению: 

Теорема 1.1. Mpute[0,T] (Т не зависит от h) для решения 
u(x,t, h) задачи (1.2), (1.3) справедлива формула 


Э.А $ (х.0\ ,— 
wat о (TE) yew о (SY) vw 
2 Vs (Xe (4,0), Ne (XE (x, 9) Ул (Xp (x, 0,9 (Ху, 2)) 


Замечание. Выбирая различные функции Ф (1), можно по- 
лучать различную зависимость решения от «быстрой» переменной 


ge при ¢>0. Это свойство характерно для уравнений без дис- 


персии. 
2. Уравнения с дисперсией. Прогрессивные волны. Рассмотрим 


задачу Коши 


3 

д 

| ih — th— 
in 2 — 1 \ x, —% _% ] ,, (1.5) 
и! =Ф (=) ; (1.6) 


Здесь xR"; L(x, p), Ф(т) — гладкие функции, функция Ф финит- 
на, а для Г, выполнена оценка `` - с. С 


ie 18} 

(к, p)|<cap (1+ |x)" (1+ 1p)” 

ax* 1 дх8 
при некотором т>0 для любых мультииндексов @, В. Покажем, 
действуя по той же схеме, что и в предыдущем пункте, что само- 
подобные решения для таких уравнений имеют вид ВКБ-асимпто- 
тик. Для простоты ограничимся случаем, когда L=p*a(x), n=1 
(тогда уравнение (1.5) будет линеаризованным уравнением Кор- 
тевега — де Фриза). Элементарное вычисление приводит к сле- 
дующему уравнению для f°: $4: + 5ха (ХР =0. Его решения, 
ограниченные при teR вместе с производными,— это функции 
(x, )ехр (т), причем фаза 5 должна удовлетворять уравнению 
Гамильтона — Якоби: S,— a(x) $; ==0. Это, очевидно, означает, что 
«самоподобные» решения в данном случае — ВКБ-асимптотики. 

Покажем, что при некоторых условиях асимптотика решения 

задачи Коши для уравнений с дисперсией превращается при t>. 
>=>0 в самоподобное решение. 
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Рассмотрим задачу Коши для системы Гамильтона 
= p=— Lz; хо ==0; ро = Dy ЕВ". (1.7) 


Предположим, что эта задача имеет при {=1[0, Т] единственное ре- 
шение {Х (1, po), P(t, ро) } = С° ([0, T] Ж В"). Рассмотрим в фазрвом 
пространстве Вх, семейство лагранжевых многообразий Ах, по- 
лученных из плоскости х=0 сдвигом вдоль траекторий системы 

1.7). 
Теорема 1.2. 1) В сформулированных предположениях pe- 
шение u(x, 1, В) задачи (1.5), (1.6) имеет вид 


и= (anh)? exp (18/1) K xx (©) + W (x, t,h), 


1 
где к › = сопз. AP у . Здесь §= ( (pdx—L dt) Eo ‚ где 


v 
/ — дуга траектории, соединяющая некоторую фиксированную точ- 
ку плоскости х=0 с многообразием А,и(1) — ee индекс Морса. 
2) Пусть при te[e, T], =>0, многообразия Аг диффеоморфно 
проектируются на плоскость р=0. Тогда при таких Ё функция 
u(x,t, h) имеет вид 


pp NEE (= оо" к. 
где Е 
SG0= Ре a.) X @, д — LX, PY dbo 


о-в J DX ad, 
0 


Po(x, t) — решение уравнения X (po, t) =x. 
Доказательство. Достаточно заметить, что при #=0 на- 
чальное условие (1.6) представляется в виде канонического опе- 


ратора на плоскости х=0, примененного к функции Ф: 
п 
tlio = J exp (ip, x) 1) © (p) dp = ah)? К,» @). 
Ry 


После этого доказательство следует из результатов соответствую- 
щих глав части П. 

Замечание. 1) Условие п. 2) теоремы заведомо не выполне- 
но, если Ly не зависит от р, т. е. для уравнений без дисперсии. 
Именно этот факт и приводит к асимптотике, рассмотренной в пре- 
дыдущем пункте. 2) В физической литературе решения, приведен- 
ные в п. 2 2) теоремы, часто называют прогрессивными волнами. 
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§ 2. Нелинейные задачи 


Этот параграф посвящен изложению нелинейных аналогов ре- 
зультатов $ 1. Именно, рассматриваются самоподобные решения 
нелинейных уравнений, изучается вопрос о выходе на них решения 
задачи Коши. Оказывается, что асимптотика по-прежнему имеет 
вид (1.4), но, в отличие от линейного случая, для полного описа- 
ния главного члена [ требуется исследование уравнений для двух 
младших членов разложения. 

В нелинейных уравнениях Тип «самоподобного» асимптотиче- 
ского решения определяется типом начальной функции, т. е. глав- 
ный член асимптотики быстро осциллирует или быстро убывает 
вместе с функцией Ф. 

Рассмотрим в качестве примера нелинейное волновое уравне- 
ние: 


h?u,,—h'c*? (x, thAu+@,(u, x, | =0; хеВ”; teER. (2.1) 
Здесь c>0, Ф (и, x, #) — гладкие функции. Предположим, что функ- 
ция Ф обладает следующим свойством: существуют гладкие функ- 
ции E,(x, #), Е»(х, #) такие, что при любых фиксированных x, ¢t на 
интервале Е,<Е< Е, уравнение Ф(2, x, #)=Е имеет по крайней 
мере два решения 2*(х, & Б), 2г`<.2*, гладко зависящих от x, & Е 
и таких, что Ф,(2=, x, t) 40 и Ф(2, x, < Е при z~-<z<zt. Такое 
условие гарантирует существование «самоподобных» асимптотиче- 
ских вещественных решений уравнения (2.1). Как и в предыдущих 
пунктах, самоподобное решение (согласно методу Уизема) ищем 
в виде (1.4). Будем считать, что  периодичны по т с периодами, 
не зависящими от x, Ь и период равен 2л. Подставляя (1.4) в 
(2.1) и приравнивая к нулю коэффициенты при всех степенях #, 
получим соотношения 


(I-95) +O(P,2,9=0, (22) 
Р=Р,  k=1,2,..., (2.3) 
где L = ($ — c*S?) - + Du (f°, х, t); F*— полиномы от Si Sz 3, 


Ф., Р, ..., Р- и их производных. Главный член асимптотики — 
функция — определяется из уравнения (2.2) и условий разреши- 
мости уравнений (2.3) при k=1, 2; уравнение (2.1) — обыкновен- 
ное по переменной т. Его интегрирование и условие ограниченности 
Р (т) вместе с производными приводит к утверждению о TOM, что. 
Р — 2п-периодическая функция, имеющая вид f(t, x, t)= 
mf (t+ (x, t), E(x, t), x, 1, где f определяется из уравнения 


( dz 
V 2(E— Oz, x,t)’ 


2+(E,x,t) 


т= $} — eS? (2.4) 
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£(x, t), с.(х, t) — «константы интегрирования». При этом E(x, #) 
и $ (х, #) связаны соотношением 


(St — с? (x, 9) Sz) = (le (Е, x, 9), 
(2.5) 


at 
I(E,x,)=x \ У2Е— ФС, x, В) dz. 
г ‘ 
Недостающие соотношения для определения $, E и со находятся 
из условий ортогональности в пространстве L,(S*) правых частей 
в (2.3) при k=1, 2 ядру оператора L (это ядро состоит из одной 
д 


функции +) . Эти соотношения имеют BHA 
it 


2 (0 @,4.£)-S) фе. 0 у.о) VS)=0, (26) 
= (SHBFeep2 (Пудо) — сыр) — 2 (к, < У, (2.7) 


(ГЕГЕер (с) VS — pVe,)) =0, 
где 


р(х,ЁЬ Е) = (лу | [м = 1(E,x,0/V $1 — 258 


i Sd 
fl, =>-— 2 (%, t) (VS, V). 


__ Аналогично предыдущим. пунктам, приходим к’ следующему --` 


утверждению: я 
Теорема 2.1. Пусть функции f(t, Co, В, x, #), S(x, В, E(x, t), 
с. (х, #) удовлетворяют уравнениям (2.4) —(2.7). Тогда функция 


5 =} (+ Pee ) является главным членом некоторого формального 


асимптотического решения уравнения (2.1). 

Вывод уравнений (2.4) — (2.7) можно найти, например, в [3]. 
Уравнения (2.4) —(2.6) получаются элементарно. Уравнение (2.7) 
следует из условия разрешимости (2.3) при А=2, которое содержит 
функцию f', и ее исключение требует известных усилий. К сожале- 
нию, в [3*] уравнение (2.7) написано неверно — при преобразова- 
нии условия ортогональности к виду (2.7) пропущены слагаемые 
Cup и рУсь (на эту ошибку указано в статье [13*]). Учет этих сла- 
гаемых оказывается вполне элементарным и не требует привлече- 
ния новых в сравнении с [3*] идейных соображений. 

Замечание. Уравнение (2.7) — второго порядка. Поэтому для 
выделения единственного решения необходимо поставить два. на- 
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чальных условия. Это означает «асимптотическую неустойчивость» 
главного члена. Именно, запишем уравнение (2.1) в виде системы 
hu,=v; ho,=h'c?(x, t)Au—@,(u, x, ¢). Изменение производной 
Corlrmo индуцируется изменением v|,—. Ha функцию порядка O(A). 
Таким образом, изменение начального условия на малую (—й) 
величину изменяет асимптотику на величину O(1). 

Нелинейные уравнения могут иметь не только периодические 
самоподобные решения, но и решения, имеющие вид «пиков» ши- 
рины —Й или сглаженных ударных волн с шириной сглаживания 
— В. Например, уравнение (2.1) в частном случае Ф=а*(х, Ё)сози, 
n=1, c=1 (уравнение зте— Гордон) обладает решениями типа 
ударной волны (при а=! это хорошо известные кинки — точные 
решения уравнения sine— Гордон). Именно, имеет место следую- 
щее утверждение: 

Теорема 2.2. Пусть n=1, c=1, Ф=а? сози, и g(t), p(t), 
q(t) — гладкие функции, удовлетворяющие при te[0, T] уравне- 
ниям 
OH. 


p=; Dae — 9; Hes 2 (Ф, 2. 
ЕО о Ма? (Ф.0-+ р 


1g fs из + из9 =0; в = (I— gi); 


а ы Paes - 
Иа = т —a(q, 4) 2 (9,2); из =a? (ан — Azz) +a? (at — в). 


Тогда для любого целого N>O существует асимптотическое по 
mod О (#“) решение уравнения (2.1), главный член которого имеет 
вид 


x— $ (Е 
Uy ==2л -+ 4arctg (exp (—- 2 Г 2 —4)) ’ 
где В =a (9, f)/V 1— gi. 

Метод построения таких решений изложен в работе [7*].Заме- 
тим, что при построении и, возникает тот же вопрос о вычислении 
поправки к фазе 4. Это вычисление проводится в [7*] с помощью 
соображений, близких к изложенным в [3*]. 

Пример самоподобных асимптотических решений, имеющих вид 


пиков,—так называемых солитонообразных решений — дает урав- 
нение Кортевега — де Фриза с переменными коэффициентами 


oe bad a eee 
ry + v1 (* ди + Yo (x, A дз ==0. (2.8) 


Здесь й—>0 — малый параметр, коэффициенты y;=C” равномерно 
по хеВ, t=[0, Т] удовлетворяют условиям 


0< <i}, ду/дх > 0, (2.9) 
у! — некоторые константы. De 
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В частном случае п-солитонной начальной функции асимитоти- 
ческие решения уравнений с малой дисперсией построены в рабо- 
тах [7*—10*]. Вне окрестности точек столкновения солитонов 
главный член Р такой асимптотики (2.8) имеет простой вид 


п 
— 9; (ts) 
Р=У yj (= a, t) : 
j=1 | 
01 (с, t) == А; (0) ch (В; (Е, В) E+ 0, ¢,A)), 
т. е. является суммой искаженных солитонов, переменные ампли- 
туды и скорости которых удовлетворяют уравиениям 
ap; 
at 


(2.10) 


=> (9;, 4) Aj, 
(2.11) 


al) 
dt 1 
Коэффициенты В, вычисляются по ое В,= (Asys/ (12y2) ) [Фу 
функции 6; определяются из линейного уравнения второго 
порядка, явный вид которого приведен в [7*]. 

Ясно, что солитонообразные функции составляют узкий класс 
решений уравнения (2.8). Тем не менее самоподобная асимптотика 
(2.10) является в некотором смысле универсальной. Именно, рас- 
смотрим для (2.8) задачу Коши 


и| :=о=Ф ((х—х)/п). (2.8’) 


Оказывается, что для любых гладких достаточно быстро убываю- 
щих Ф(Е) главный член асимптотики (2.8), (2.8’) за малое время 
превращается в решение вида (2.10). 

Сформулируем. основное утверждение. Для упрощения формул 
будем считать в дальнейшем, что 4, (0, 0) =6, ч.(0, 0).=1, Фе Се, 
Ф (0) >0, х=0. Рассмотрим задачу Штурма — Лиувилля на R 
а 
и + OO У. 

Пусть А}, j=l, ..., П—ее дискретный спектр, 0<^,<.), <... 
2 An. 

Теорема 2.3. Асимптотическое решение задачи (2.8) имеет 

вид 


+3 xe 2 дз 4/з ys < = (yi) [x—9, = 0. 
i 


x= 


u=—P+o, 
где Р при t>=6,>0 определяется формулой (2.10), амплитуды A; и 
координаты ц центров солитонов ф; представляются в виде 
АВ) =A; (¢,0) + hin (5) Ar, 
(2.12) 
91 (6,1) — 9,0) +h In (+, ) $7. 
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Здесь А, (1, 0), p(t, 0) находятся из системы (2.11) е назальны- 
ми условиями 


A; (0, 0) = 222, Ф/ (0, 0) =0,/==1,2,...,м, (2.13) 


поправки A},q} вычисляются из соответствующих (2.11) уравне- 


ний в вариации с начальными условиями (2.31). В области Е>0, 
х—56.>0 разность между точными решением и р имеет равномер- 
ные по {ЕЕ [О, Т] оценки 


и {<?-- (В до/дх)*} ах = сай, 
&, (2.14) 
max |o|<e,h?*"/?, 
x>-62,teE[0,7] 
где с.—>0-—- не зависящие or h постоянные, 6,>0 — любые констан- 
ты, w= (0, 1/4). 

Замечание 1. Минимальные значения 6; уточняются при до- 
казательстве теоремы: 6, 2=х:й п (1/1), 6. 2 х2й?/ 3—1 3+, уе (0, 2/3), 
х. — некоторые числа. В области 2х. А ш (1/1), x<xgh?-" KEY 
решение задачи имеет максимальную амплитуду O({t-'hx 
хш (И) }??) и при конечных временах не дает вклада в главный 
член асимптотики.. 

Замечание 2. Заменой Ё=х/й, ц=И/йЙ задача (2.8) преобра- 
зуется к следующему виду: 


03 = 
SE + yy (HE, hn) и + a (RE, fn) SE =O, и = OG). (2.15) 


При этом асимптотика (2.12) переходит в асимптотику (2.15) 
при 1 - 1/й—-со. В случае постоянных коэффициентов у: утвержде- 


ние теоремы совпадает с известными результатами [12", 13°} (см. | 
`. также [1'])...... er ee те ое 
Приведем схему доказательства теоремы, выделив основные ут- 


верждения, на которых оно основано. 
Рассмотрим вначале задачу (2.8) на малых временах, т. е. при 
t~hln (1/1). Сделаем указанную в замечании 2 замену и рассмот- 
рим вспомогательную задачу 
д 
У + бу oy ate oy 
on 0Е ass 
Известно, что решение (2.16) может быть найдено методом об- 
ратной задачи рассеяния. При too асимптотика функции У в об- 
ласти Ё > (31) + дается формулой [ 1", 12*, 13*] 


Y= У У, &— 4) +7, 1), | 
a (2.17) 


У; (2) = 2ajch? Ajz+ 09, У==— Bn) А; ( =. (p (0) + O (г), 


=0, Y|n—o= © (). (2.16) 
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‘где у>0 — некоторая константа, p(k) — коэффициент отражения, 
Е, 07 — константы, определяемые по данным рассеяния, А/(2) — 
производная функции Эйри. В области &— (31) “+ максимальная 
амплитуда У при |-><о имеет величину О ( (т* шп)*). 

Из законов сохранения следуют равномерные по 1>=0 оценки 
для решения задачи (2.16) 


i+] 
| у |< (2.18) 
ag'n/ 

Здесь и ниже ||.|=|-[», через |+, обозначена норма в L,(R), 4 


]—0, через с>>0 мы обозначаем константы, точное значение кото- 
рых не существенно. 

Нетрудно также доказать, что равномерно по хе=[О, Т] спра- 
ведливо неравенство 


|| «ог. (2.19) 


Оценим величину погрешности, к которой привела заморозка ко- 
эффициентов ‘в уравнении (2.15). Обозначим w=u—Y, тогда из 
(2.15), (2.16) получаем задачу для невязки ® 


о OE fn) (Уо+ 5 at) + ya (KE, tm) So =F, + =0, (2.20) 
где 
Е= (6 — ту (18, №) У + (1— та (HE, hn)) —: 


_ Существование решения задачи вида (2.8), (2.20). хорошо из- . 
. вестно (см., например, 18", 5", 4*]), поэтому MBI ограничимся выво- 
дом априорных оценок. При n<x,1n (1/й) эти оценки мы получим 
в два этапа. 
Лемма 1. Существует константа х)>0 такая, что равномерно 
по пеЕ[О, ц.=х. ш (1/1) | справедливо неравенство 


19| --1до/0Е] = сви +» (2.21) 


с не зависящей от h постоянной с, we (0, 1/4). 
Для доказательства (2.21) умножим (2.20) на » и проинтегри- 
руем по Ё. После несложных преобразований получаем 


"ор + м 
een | {= (vs = a hoy) + hee? a 2. ау. (2.22) 
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Аналогично, умножив (2.20) на функцию Y= v(Yo + > o*) + _ 


получаем 


Г Joos nea] ны 


a J fot (eS tha) + leet + oot toa sas : 0 (=) + 


+ 2F (¥+ — =) } ay. (2.23) 


Здесь ay, ..., &e— гладкие, ограниченные в С функции. 
Разлагая 4; по формуле Тейлора, в силу (2.18), (2.19) имеем 


i ert ae )® = 


<ch**e} + ch* (U + Jolt, +|V v2 ), 229 


где ооо] m2], постоянная с; >| y,Y |+... 


С помощью мультипликативных оценок (см., например, [2*]) 
заключаем, что 


lol. + jo%[< с/з. (2.25) 


Умножим (2.22) на 2c,, сложим с (2:23) и воспользуемся (2.24), 
(2.25). Обычным образом приходим к неравенству 


И (t) < ес (hn + oe U? (т’)) exp (can), (2.26) 


где постоянная >41 25+ oy oY se 


Выберем число х, следующим: %o~=(1/14—p)/c,, wee (0, 1/14). 
Тогда из (2.26) следует [8°, 6°] оценка И (1) < сй!+*, завершаю- 
щая доказательство. 

Лемма 2. Неравенство (2.21) выполнено равномерно по 
лето, И: == 11 (1/1) |, где х, >х.— произвольная константа. 

Ограничение y< 1 при доказательстве леммы | о из-за 


наличия в правых частях (2.22), (2.23) членов wy, 9 a w? Yo Be- 
on 
личины O(1). 
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1 | 
Заметим, что =x) 1 [> oO при h->0. Поэтому при nAno 


для функции У справедливо асимптотическое разложение (2.17). 
Легко видеть, что производные OY/OE и OY/On для каждого из со- 
литонов в главном члене асимптотики отличаются множителем 


— 421. Вместе с тем центры солитонов отстоят друг от друга на 
расстояние, большее 4 (47, — Aj) Ш (3) ями вне малых окрест- 
ностей точек E=4A7n функция У имеет величину O(h*), a>. 
Используя это замечание, введем подходящее разбиение единицы 


и получим локальные энергетические равенства, аналогичные 
(2.22), (2.23). Комбинируя эти равенства, приходим к оценке 


a 
Uy (1) < ch + UE + VU, ( + И (ад, 
No 


где Uy =2№ joP + | У ть || . Отсюда следует утверждение лем- 


мы 2 при «<x, (+) — произвольная, не зависящая от fh кон- 


станта. 
Проведение аналогичной процедуры при t> 0 (In) невоз- 


можно, поскольку заморозка коэффициентов на таких временах 
приводит к большой ошибке. Вернемся к исходным переменным 


х= ЕЁ, t=hn и рассмотрим при &> к. из (,) уравнение (2.8) с 
начальным условием | 
x x —~ AN, - lee 
и lpm tn.) => vi г i *) + ¥ (x, 4,1) + 0 (x, 4). (2.27) 


i=1 


При этом мы выбираем число x, столь большим, чтобы поправка 
У при х>х.1? 3—1 "3+ имела величину О (#?), х.>0, уе= (0, 2/3) — 
произвольные числа. 

Как уже отмечалось выше, солитонообразная асимптотика для 
уравнения (2.8) построена в [7*] и главный член ее вне точек 
столкновения солитонов имеет вид (2.10). Таким образом, асимп- 
тотическое решение задачи (2.8), (2.27) ва положительной полу- 
оси имеет вид 


f=P+hft, u=ft+o, 


где f'— ограниченная в С функция, равномерно по t<T удовлетво- 
ряющая оценкам 


| (* >) (2 2yr | < const. | (2.28) 
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Для невязки. ®, как и ранее, имеем задачу 
oo. im 1 в 2 Fo — дз 
MOS (fot 50") tre) PSS SIF (x, th), 


© | = (х, A), (2.29) 


где правая часть F имеет оценку, аналогичную (2.28), функция 
@,==@(x, В) в силу лемм 1, 2 и сделанной замены переменных | 
оценивается следующим образом: 
9 

Гао [#5 

Рассмотрение задачи (2.29) проводится по такой же схеме, что 
и доказательство леммы 2. После проведения весьма громоздких 
построений приходим к следующему утверждению: 

Лемма 3. Для решения задачи (2.29) равномерно по 1=[, T] 
выполнены оценки (2.14). 

Нам осталось найти амплитуды и фазы солитонов (2.10). Из 
явного вида входящих в (2.10), (2.27) функций следует, что при 
построении асимптотики задачи (2.8), (2.27) мы получаем началь- 
ные условия 


1 
|< св те 


А, = 207, Фу, = ААЙ.. (2.30) 


Используя непрерывную зависимость решения (2.11), (2.30) от па- 
раметра, представим A;, ф; в виде разложения по &/х.. Тогда для 
главного члена A;(t, 0), ф;(+, 0) получаем задачу (2.11), (2.13) для 
первой поправки Aj, ф7 — соответствующие (2:11) уравнения в ва- 
_ риации с начальными условиями __ .. 


А =— 9, (0, 0) 8-47 35) + Вам, 0,0) + 29/36) + 
. 5 
“+ 4? (67a; (0,0) — у (0, 0)), 9} leno =0. (2.31) 


“Следующие члены разложения A;, $; имеют величину o((a In (=) 


и не влияют на главный член асимптотики. 

Весьма важным, но и достаточно сложным представляется нам 
вопрос о формировании. самоподобного решения и у уравнений с 
малой вероятностью (диссипацией). Ряд примеров убеждает в 
‚справедливости гипотезы, которая, как мы считаем, распространя- 
ется на все модели сплошных сред с малой диссипацией. Проде- 
монстрируем ее на примере системы уравнений движения баротроп- 
ного газа с малой вязкостью: 

до до 1 ЭР _-, ® Op , д г 
at eos ax = p дх fe ax” at = ax po: (2.32) 
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Здесь и — скорость движения газа, р — плотность, P=P(p) — дав- 
‚ление, ae p>0, A<l. 


eee через и вектор- функцию (р, и). Пусть в начальный 
момент решение имеет вид ударной волны, фронт которой имеет 
произвольную финитную структуру: 


x 
и| =U, (+ .%4) : 
где шо (т, х, h)SC- и 
о и 
u_(x,h), т —1 


u,, ие С®. Пусть, кроме того, limu, удовлетворяет условию Гю- 
ho 


гонио 
[ру] *= [о [Р (2) 1, 


где квадратные скобки обозначают скачок соответствующей функ- 
ции на фронте ударной волны. 

Суть гипотезы состоит в том, что при [—>8>0 существует окре- 
стность фронта порядка O(1), в которой формируется самоподоб- 


ная ударная волна 
и= 15°, x, t, A). 


Асимптотическое разложение этого решения по степеням малого 
параметра определяется методом, изложенным в работе В. П. Мас- 
лова, В. А. Цупина (BHHHTH.—1978.—T. 8.—Совр. проблемы ма- 
тематики). В той части этой области, где |s| =r, для любого сколь 
угодно малого r>0. решение можно представить в виде 


ини, +. (2.33) 


где 
Ш. =. (х, t, п) exp {— "5. (x, #)}(1+0(1®)), 
и. определяется из системы уравнений (2.32) перед и за фронтом 


ударной волны х>ф(ЁЬ h) и х<ф(Ъ h) соответственно и из условий 
Гюгонио на фронте х=ф 


8 дф __ [pel 
[ро =[p][P@)], Se = = sae 


Функция Ws. = (К. ®.) в соответствующих областях удовлетворяет 
линеаризованной системе уравнений, в которой для упрощения 
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записи мы опустили знак (+) и (—) приши р: 
08° 1 OR = oP se R= ne 


+ = (Ко- pw) = 


На поверхности фронта х=ф амплитуда ф и фаза $ удовлетво- 
ряют условиям 


ths [хе = == [и], Sa | х=5==0. 


Далее, вне некоторой, более широкой чем для (2.33), окрестно- 
сти фронта решение имеет вид 


и=и.- [и] exp {—A-'(®, (x, t) +O(AlnhA))}. 
Здесь Ф. является и уравнения Гамильтона — Якоби 
®; +00, ++ (Of — У: +4201) =0 (2.34) 
и удовлетворяет ааа условию 


0, x=0 
Ф =!’ : 2.35 

Mas Е. x0. ae 
Решение задачи (2.34), (2.35) строится с помошью преобразования 
Лежандра, при этом Ф удовлетворяет условию 


® ekg = 0. 


23. 
24. 


СПИСОК ОСНОВНОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 


‚. Адрианова Л. Я. О непрерывности систем п-линейных дифференциальных 


уравнений с квазипериодическими коэффициентами//Вестник ЛГУ. Сер. мат. 
и мех.— 1962.— Вып. 2.— С. 14—24. 


. Александров П. С. Комбинаторная топология.— М.— Л.: Гостехиздат, 


1947. 
Алексеев А. С., Гельчинский Б. Я. Лучеой метод вычисления ин- 


тенсивности головных волн//Вопросы динамич. теории распростр. сейсмич. 
волн.— Изд-во ЛГУ, 1961. 


. Бабич В. М. Фундаментальное решение гиперболических уравнений с перв- 


менными коэффициентами//Мат. c6.— 1960.— Т. 52(94), № 2. ; 
Боголюбов H. H, Широков Д. В. Введение в теорию квантованных 
полей.— 4-е изд.— М.: Наука, 1984. 

Виленкин Н. Я. и др. Функциональный анализ.— М.: Наука, 1964. 


. Гавурин М. К. Об оценках для собственных чисел и векторов возмущен- 


ного оператора//ДАН СССР.— 1954.— Т. 96.— С. 1093—1095. 


. Гантмахер Ф. Р. Теория матриц.— 4-е изд.— М.— JL: Наука, 1988. 


Гельфанд И. М., Шилов Г. Е. Обобщенные фуикции. Bun. 1. Обобщен- 
ные функции и действия над иими.— М.: Физматгиз, 1959. 


. Глазмаи И. М. Прямые методы качественного спектрального анализа син- 


гулярных дифференциальных операторов.— M.; Физматгиз, 1963. 


. Глезер В. Основы электронной оптикн.— М.: Гостехиздат, 1957. 
. Гординг Л. Задача Коши для гиперболических уравнений — М.: ИЛ, 1961. 
. Данфорд Н., Шварц Дж. Г. Линейные операторы (общая теория) — М.: 


ИЛ, 1962. . .. 


. Дубровский B.A, Скурдин Г. А. Асимптотическне разложения в вол- 


новой механике//ЖВМ и МФ.— 1965.— Т. 4.— С. 848—870. 


. Эволинский Н. В., Скурдин Г. А. Об асимптотическом методе реше- 


ния дииамических задач теории упругости//Изв. AH СССР. Сер. геофиз.— 
1956.— № 2.— С. 134—143. 


„Зейферт Г., Трельфалль В. Вариациоиное исчисление в целом.— M.: 


ИЛ, 1947. 


.Зоммерфельд А. Строение атома и спектры.— М.: Гостехиздат, 1956. 
. Камке 9. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям.— 


5-е изд.— М.: Наука, 1976. 


. Курант Р. Уравнение с частными производными.— М.: Мир, 1964. 
. Ландау Л. Д. Лифшиц Е. М. Квантовая механика.— М.: Физматгиз, 


1963. 


. Левин М. Л., Рыжов С. М. О переходе к геометрическому приближению 


в теории упругости//Акуст. ж.— 1956.— Т. 2, № 2.— С. 173 


. Маслов В. П. Квазиклассическая асимптотика решений некоторых задач 


математической физики. I, П//ЖВМ и M®.— 1961.—T. 1, вып. 1.—C, 113— 
128; 1961.—T. 1, вып. 4.— С. 638—663. 
Маслов В. П. Квазиклассическая асимптотика решения Уравнения Ди- 
м 1963.— Т. 18, вып. 4(112).— С. 220—222. 

аслов В. П. Задача рассеяния в квазиклассическом приближении//ДАН 
СССР.— 1968.— Т. 151, № 2.— С. 306—309. 


303 


304 


. Маслов В. П. Асимптотика собственных значений для уравнения Шредин- 


гера в одномерном и радиально-симметрическом случае//УМН.— 1960.— Т. 15, 
вып. 4 (94). — С. 220—221. 


. Маслов В. П. Метод теории возмущеннй для отыскания спектра обыкновеи- 


ных Ех операторов с малым параметром при старшей произ- 
водной//ДАН СССР — 1956.— T. ПТ, № 5.— С. 977—980. 


. Маслов В. I. `Теория возмущений многомерного уравнения Шрединге- 


Е 1961.— Т. 16, вып. 3(99).— С. 217—218. 

Маслов В. П. Теория возмущений линейных операторных уравнений и про- 
блема малого параметра в дифференциальных уравнениях//ДАН СССР.— 
1956.— T. И, № 3.— С. 531—534. 


. Маслов В. П. О переходе квантовой механики в классическую в много- 


мерном случае//УМН.— 1960.— T. 15, вып. 1(91).— С. 213—219. 


. Маслов В. П. Метод ВКБ в многомерном случае//Хединг Дж. Введение в 


метод фазового интеграла.— М.: Мир 1965. 


. Милнор Дж. Теория Морса.— М.: Мир, 1965. 
. Петровский И. Г. Лекции об уравнениях с частными производными.— 


М.: Физматгиз, 1961. 


. Понтрягин Л. С. Непрерывные группы.— 3-е изд. М.: Гостехиздат, 


1973. 


. Пытьев Ю. П. О связи класснческой механики и волновой//ДАН СССР.— 


1963.— Т. 149, № 2.— С. 298—301. 


.Рисс Ф., Секефальви -Надь Б. Лекции по функциональному анали- 


зу— M.: ИЛ, 1954. 


.Руммер Ю. Б. Исследования по пятиоптике.— М.: Гостехиздат, 1956. 
.Рытов С. М. Модулнрованные колебания и волны//Тр. ФИАН CCCP.— 


1938.— Т. 2, № 1— С. 1. 


. Соболев С. Л. Некоторые применения функционального анализа в мате- 


матической физике.— Л.: Изд-во ЛГУ, 1950. 


. Соломяк М. 3. О собственных числах и собственных векторах возмущен- 


ного оператора//ДАН СССР.— 1953.— Т. 90.— С. 29—32. 


. Солуян С. И., Хохлов Р. В. Распространение акустических волн конеч- 


ной амплитуды в диссипативной среде//Вестн. МГУ.— 1961.— № 3.— С. 52—62. 


. Титчмарш Э. Ч. Разложения по собственным функциям, связанные с диф- 


ференниальными уравнениями второго порядка. Т. 2.— М.; 


. Федорюк М. В. Метод стационарной фазы. Близкие седловые точки в MHO- 


гомерном случае//ЖВМ и МФ.— 1964.— Т. 4, № 4.— С. 671—683. 


. Федорюк М. В. Метод стационарной фазы для. многомерных интегра- 


лов//ЖВМ и M®.— 1962.— Т. 2, № 1.— С. 145—150. . 


. Фейнман Р. Пространственно-временной подход к нерелятивистской кван- 


товой механике//Вопросы причинности в квантовой механике. М.: ИЛ, 1955. 


. Фок В. А. Работы по квантовой теории поля.— Изд-во ЛГУ, 1957. 
. Хилле Э., Филлипс Р. Функциональный анализ и полугруппы. М.: ИЛ, 


1962. 


. Швебер С. Введение в релятивистскую квантовую теорию поля. М.: ИЛ, 


1963 : 


F Шиф ф Л. Квантовая механика.— М.: ИЛ, 1957. 
. Эрдейи А. Асимптотические разложеиия.— М.: Физматгиз, 1962. 
. Birkhof?ff J. D. Quantum mechanics and asymptotic series//Amer: Math. Soc.— 


1933.— V. 39.— P. 681—700. 


. Born М. Vorlesungen ЯБег Atommechanik.— Berlin, 1925. 
. Born М., Volf P. Principles of Optics.— Pergamon Press, 1960. 
. Courant R., Lax P. The propfemion of discontinuities in wave motion//Proc. 


Nat. Acad. Sci., USA.— 1956.— У. 42, М 11.— P. 872—876. 


. Galanin А. О. Untersuchung der Eigenschaften des Elektronen und Meso- 


uenspins in der klassische Nahrung//J. of Phys.— 1942— У. 6, М 1—2, Р. 35. 


. Garding L., Katake Т., Leray J. Uniformisation... (Probleme de Can- 


chy).—College de France, 1963. 


. Groenewold H. J. Quasi—classical path integrals//Math. fis. medd. Kgl dan- 


ske vid selskab.— 1956.— У. 30, М 19.— P. 1—34. 


. Hadamar. Lectures on Cauchy’s problem.— Gale—University Press, 1923. 


69. 
70. 


. Hopf E. The partial differential equation u:-+uu.—4x2//Communs. Pure and 


Appl. Math.— 1950.— V. 3, М 3.— Р. 201—230. 


. Kato. Perturbation theory of semi-bounded operators//Math, Апп.— 1953.— 


У. 125.—P. 435—447. 


. Lax P. О. Asymptotic solutions of oscillatory initial value problems//Duke Math. 


Journal.— 1957.— У. 24, М 4.— P. 627—646. 


. Leray J. Lectures on hyperbolic equations with variable coefficients.— Inst. 


for Adv. Study, Princeton, 1952. 


. Ludwig D. Exact and asymptotic solutions of the any problem//Communs 


Риге and Appl. Math.— 1960.— У. 13, М 13.— P. 473—50 


. Maslov V. P. Quasiclassical asymptotic solutions of Dirac’s system of equati- 


ons in the large//Outlines of the Joint Soviet-American Symposium on Partial 
Differential Equations. Acad. of Sciences of USSR.— M., 3. 


. Morse M. The calculus of variations in the large//Amer. Math. Soc. Colo- 


uium Publ. uate Y., 1934. 
orette С. Оп the definition and approximation of Feynman path inte- 
gral//Phys. Rev.— 1951.— У. 81.— P. 848—852. 


. Pauli W. Dirac’s Wellengleichung des Elektrons umd geometrische Optik// 


Helv. Phys. Acta— 1932.— V. 5, М 3.— P. 179. 


. Petrovsky I. G. Uber das Cauchysche Problem fiir System von partiellen 


differential Gleichungen//Math. Апп.— 1949.—N 2—Р. 815—870 


.Rellich Е. Stérungs Theorie der Spent aerate //Math. anh — 1936.— 
У. 113.—Р. 116—185; 1941.—V. 117.— P. 356—382; 1943.— V. 118.— P. 462— 
484, 


Rubinov J., Keller У. Asymptotic solution of Dirac’s equation//Phys. 
Rev.— 1963.— V. 131, N 6.— P. 2789—2796. 

Secifelvi-Nady В. Spectraldarstellung linearer Transformationen des Hil- 
bertschen Ranmnes//Ergebulsse des Math. J. Springer.— 1942.— V. 5. 


СПИСОК ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 


Идеи и конструкции, изложенные в этой книге, получили за последние 
дваднать лет широкое развитие и обобщение. Мы перечислили здесь некоторые 
работы в этом направлении. 

Прежде всего, теория индекса кривых на лагранжевых многообразиях интен- 
сивно исследовалась и развивалась в геометрии [1, 13, 34, 50, 53, 64, 65, 68, 78, 
79], в теории псевдодифференциальных уравнений [7, 52, 54, 57], в теории пред- 
ставлений [35, 56, 61, 67, 77], в квантовой теории [58, 60, 63, 66, 74, 75]. Кои- 
струкцня каноннческого оператора рассматривалась и применялась в работах 
[4, 8, 10, 15, 18, 31, 33, 44, 49, 54, 59, 61, 70, 71, 73, 80, 82]. Дальнейшее раз- 
витие получила тематика, связанная с распространением особенностей решений 
псевдоднфференциальных уравнений [36, 54, 59, 71], а также с вычислением 
асимптотик быстроосниллирующих интегралов [2, 3, 37, 51]. 

Обобщение этих конструкций шло в нескольких направлениях. Во-первых, 
был охвачен случай комплексных функций Гамильтона (расслоение лагранжевых 
комплексных положительных плоскостей) — в работах [38, 39] и затем в [5, 14, 
35, 32, 40, 36, 48, 62, 69, 76]. Получен аналог конструкции канонического опера- 
тора на уравнение туннельного типа с экспоненциальной мультипликативной 
асимптотикой решения [42]. 

Кроме того, на основе техники [39] интенсивно развивалось обобщение тео- 
ии канонического оператора в разностных схемах и операторных уравнениях 
11, 12, 14, 16, 17, 20, 24, 25, 30, 43], в том числе — в уравнениях самосогласован- 

ного поля [41, 25]. 

В последние годы удалось перенести эту технику на искривленные фазовые 
пространства, в которых отсутствует глобальное разделение переменных «ко- 
Вы [26, 27], а также ‘на случай общих ‘нелинейных ‘скобок 

и — Пуассона [21, 22, 25]. Интересные ‘обобщения и приложения Возникли в 
теории псевдодифференцнальных уравнений с алгебрами симметрий [22], для 
уравненнй с быстроосциллирующимн коэффициентами [6, 9, 19] н с адиабатиче- 
скими инвариантами [23, 24]. Критерий дискретности спектра, приведенный в ч. 1 
книги, нашел применение в работе [55]. 
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